医 7 少 索 伯 列 夫 空 间 


图 王 明 新 


38 素 伯 列 夫 空间 


鸥 王 明 新 


2013 芋 5 及 第 ?次 印 剧 = 
3 价 90 元- 


~ ee Rm 
版 权 所 有 侵权 必 究 一 ， 一 = 
物料 号 37037-00 和 


玫 
惠 


作为 一 本 研究 生 教材 或 教学 参考 书 , 本 书 较 系 统 地 介绍 了 各 向 同 
性 的 整 指数 (整数 阶 ) 索 伯 列 夫 (Sobolev) 空 间 , 实 指数 (分 数 阶 ) Sobolev 
空间 , 关于 z 与 上 异性 的 Sobolev 空间 , Morrey 空间 、Campanato 空 
间 和 BMO 空间 . 

Sobolev 空间 是 由 多 个 实 变量 弱 可 微 函数 组 成 的 一 些 特殊 可 积 空 
间 的 统称 , 它们 都 是 Banach 空间 . 虽然 这 些 空间 的 原型 早已 出 现 , 但 
对 其 进行 系统 研究 并 使 之 成 为 一 套 理论 , 是 20 世纪 30 年 代 初 由 苏联 
数学 家 S. L. Sobolev 完成 的 Sobolev 空间 理论 不 但 是 一 个 非常 有 趣 
的 数学 分 支 , 其 重要 性 是 它 在 其 他 数学 分 支 中 的 应 用 . 它 不 仅 是 偏 微 
分 方程 近代 理论 的 基础 , 也 是 与 分 析 学 相关 的 其 他 数学 分 支 的 重要 基 
础 和 必 备 工 具 , 是 与 分 析 学 相关 的 各 研究 方向 的 研究 生 必修 课 . 

所 谓 Sobolev 空间 理论 , 就 是 研究 这 些 函 数 空间 的 基本 性 质 : 自 反 
性 、 可 分 性 、 稠密 性 ( 通 近 ) 、 延 拓 、 嵌入 定理 、 内 插 不 等 式 和 边界 迹 
( 迹 定 理 ), 而 嵌入 定理 则 是 其 核心 内 容 . 

本 书 的 定位 是 为 研究 生 和 青年 学 者 提供 一 本 Sobolev 空间 理论 
的 基础 教材 和 参考 书 , 力求 用 较 短 的 篇 幅 , 集中 介绍 那些 业已 证 明 的 
最 常用 而 又 最 重要 的 内 容 . 由 于 偏 微 分 方程 是 推动 Sobolev 空间 理论 
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发 展 的 主要 动力 , 本 书 的 选材 侧重 于 在 偏 微分 方程 的 研究 中 应 用 较 多 
的 内 容 . Sobolev 空间 有 许多 重要 的 推广 , 除了 第 四 章 的 Morrey 空 
间 .Campanato 空间 和 BMO 空间 之 外 , 本 书 没有 涉及 Sobolev 空间 的 
其 他 推广 , 如 Lions 的 迹 空 间 、Besov 空间 ,Orlicz 空间 .Orlicz-Sobolev 
空间 、BV 空间 、Lorentz 空间 等 有 兴趣 的 读者 可 以 参见 R. A. Adams 
的 专著 [1] 及 R. A. Adams 和 J. J. FF. Fournier 的 专著 [2]. 

本 书 的 第 一 章 是 预备 知识 . 首先 介绍 若干 记号 和 几 个 重要 的 初等 
不 等 式 . 由 于 L? 空间 和 Halder 空间 是 两 个 最 简单 和 最 基本 的 Sobolev 
空间 , 也 是 建立 其 他 类 型 的 Sobolev 空间 的 基础 , 所 以 在 1.3 节 和 1.4 
节 , 我 们 复述 这 两 个 空间 的 基本 性 质 ，Sobolev 空间 中 许多 重要 性 质 
(估计 , 不 等 式 等 ) 的 推导 , 大 多 都 是 先 针对 “性 质 较 好 "的 函数 (光滑 
函数 ), 而 后 利用 逼近 (稠密 性 ) 过 渡 到 原来 的 函数 , 因而 通 近 是 Sobolev 
室 间 研究 中 的 一 个 常用 方法 把 一 个 两 数 麻 光 , 是 用 光滑 函数 逼近 一 
般 可 积 函数 的 有 效 途径 .本章 的 1.5 节 介绍 磨 光 函 数 及 其 性 质 ， 截 断 
方法 是 把 问题 局 部 化 的 一 个 重要 手段 它 既 能 有 效 地 保留 原 问题 的 局 
部 性 质 , 又 能 避免 邻 域外 各 种 因素 的 影响 . 把 问题 局 部 化 以 后 , 往往 还 
需要 把 局 部 结果 整合 以 得 到 整体 结果 , 而 单位 分 解 就 是 整合 局 部 到 整 
体 的 一 个 重要 方法 .在 第 1.7 节 , 我 们 介绍 截断 与 单位 分 解 ，Sobolev 
空间 中 出 现 的 导数 几乎 都 是 弱 导 数 , 这 是 一 种 介 于 古典 导数 与 广义 导 
数 之 间 的 一 种 导数 , 也 是 古典 导数 的 推广 在 本 章 的 最 后 一 节 , 我 们 介 
绍 弱 导数 及 其 基本 性 质 . 

第 二 章 是 各 向 同性 的 整 指数 (整数 阶 ) Sobolev 空间 , 这 是 Sobolev 
空间 理论 的 最 基本 部 分 . 学 完 本 章 , 读者 就 可 以 了 解 该 理论 的 基本 思 
想 和 方法 . 为 了 便于 讲授 和 学 习 , 在 不 影响 其 基本 思想 的 前 提 下 , 我 们 
只 对 “适当 好 ”的 开 集 的 情况 (边界 有 适当 的 光滑 性 , 有 时 还 要 求 是 有 
界 的 , 甚至 要 求 是 有 界 区 域 ), 给 出 每 个 定理 的 严格 证 明 . 对 于 一 般 情 
况 以 及 嵌入 定理 的 反例 , 单独 作为 一 节 , 只 列 出 主要 结果 而 省 略 了 证 明 
过 程 . 
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本 章 首先 介绍 各 向 同性 的 整 指 数 Sobolev 空间 的 定义 和 初等 性 质 - 
前 面 已 经 提 到 , 到 近 是 Sobolev 空间 中 的 常用 手法 , 在 第 2.2 节 , 我 们 
根据 集合 的 性 质 ,借助 于 磨 光 介 绍 三 种 逼近 . 我 们 知道 , 一 个 函数 如 
果 能 够 用 CFF 函数 来 各 近 , 那么 研究 起 来 就 非常 方便 , 很 多 经 典 的 分 
析 工具 都 可 以 被 利用 ， 对 于 开 集 9, 一 般 而 言 Ws(Q) 关 Wx(o), 因 
此 WY#(9) 中 的 函数 不 一 定 能 用 CSe(9) 函数 来 逼近 . 但 是 我 们 知道 
伪 8(Rn) = WA(R"), 所 以 WA(R") 中 的 函数 可 以 用 CPe (Rn) 函数 来 通 
近 . 因而 , 能 否 把 WA(o) 中 的 函数 延 拓 到 R" 使 之 属于 W#(R") 并 保 
留 其 原 有 性 质 , 成 为 非常 关键 的 技术 问题 . 在 第 2.3 节 我 们 详细 介绍 这 
种 延 拓 方法 . 给 定 一 个 函数 ue C(9), 我 们 知道 u 在 80 上 的 值 . 给 定 
一 个 函数 ue WA(D) (k > 1), 如 何 确定 u 在 39 上 的 值 呢 ? 在 函数 空 
间 以 及 偏 微分 方程 的 研究 中 , 通常 会 涉及 W*(9) 中 的 函数 在 99 上 的 
“广义 取 值 ". 这 就 是 我 们 将 在 第 2.4 节 介绍 的 边界 迹 . 在 第 2.5 节 , 我 
们 介绍 空间 W}(9) 的 基本 性 质 . 第 2.6 节 至 第 2.9 节 和 第 2.11 节 是 
Sobolev 空间 的 最 核心 部 分 Sobolev 不 等 式 、 Poincark 不 等 式 、 嵌 
入 定理 和 内 插 不 等 式 , 这 是 重点 讲授 的 内 容 . 第 2.10 节 继续 介绍 迹 定 
理 , 主要 介绍 从 空间 WA(O) 到 Ze(ap) 的 嵌入 . 在 第 2.12 节 , 我 们 给 
出 空间 巨 -!(9) 的 刻画 . 第 2.13 节 是 嵌入 定理 的 补充 和 反例 , 第 2.14 
节 是 空间 Wt(9) 的 另 一 个 重要 性 质 一 一 Banach 代数 ， 在 本 章 的 最 
后 一 节 , 我 们 补充 介绍 几 个 嵌入 常数 与 集合 9 无 关 的 例子 

第 三 章 介绍 各 向 同性 的 实 指数 (分 数 阶 ) Sobolev 空间 ， 先 利用 
Fourier 变换 引入 空间 五 *(R"), 并 介绍 其 基本 性 质 , 再 介绍 空间 H*(9) 
和 WY(D). 基本 思路 和 处 理 方法 及 途径 与 第 二 章 相同 . 

第 四 章 简单 介绍 Sobolev 空间 的 三 种 推广 一 一 Morrey 空间 、 
Campanato 空间 和 BMO 空间 . 它们 刻画 了 Halder 连续 函数 的 积分 特 
征 , 为 研究 函数 的 H5lder 连续 性 提供 了 重要 工具 . 

研究 发 展 方程 的 解 , 需要 含有 时 间 t 的 Sobolev 空间 . 一 般 来 说 , 
在 一 个 发 展 方程 中 , 关于 空间 变量 z 与 时 间 变 量 t 的 最 高 阶 导数 的 阶 
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数 是 不 同 的 . 因此 , 我 们 不 能 把 z 和 + 同等 看 待 , 需要 引入 z 与 + 异性 
的 Sobolev 空间 . 在 第 五 章 , 我 们 介绍 与 二 阶 抛物 型 方程 的 研究 相关 的 
一 类 z 与 上 异性 的 Sobolev 空间 , 其 基本 思路 和 处 理 方法 及 途径 与 第 
二 章 相同 . 

通过 本 书 的 学 习 , 读者 不 仅 可 以 了 解 和 掌握 Sobolev 空间 的 基本 
理论 和 结果 , 为 自己 今后 的 学 习 和 研究 做 好 必要 的 应 用 知识 准备 , 同时 
还 可 以 学 习 和 掌握 许多 重要 的 数学 思想 和 技巧. 

本 书 的 部 分 内 容 参 考 了 国内 外 出 版 的 一 些 教材 和 专著 , 请 参阅 所 
附 的 参考 文献 . 作者 用 本 书 的 讲义 在 东南 大 学 ,徐州 师范 大 学 和 哈尔滨 
工业 大 学 为 研究 生 讲 授 过 多 次 , 并 得 到 东南 大 学 优秀 研究 生 教学 用 书 
建设 立项 的 资助 , 同时 该 课程 还 被 评 为 东南 大 学 优秀 研究 生 课程 ， 本 
书 的 出 版 得 到 国家 自然 科学 基金 (No.11071049) 和 哈尔滨 工业 大 学 科 
研 基金 的 资助 . 李 慧 玲 博 士 和 陈 文 彦 博士 都 讲授 过 本 书 的 讲义 , 东南 
大 学 、 徐 州 师范 大 学 和 哈尔滨 工业 大 学 学 习 该 课程 的 研究 生 及 青年 教 
师 , 对 本 书 的 初稿 都 提出 了 许多 宝贵 的 意见 和 修改 建议 , 在 此 一 并 致 
谢 . 鉴于 作者 学 识 有 限 , 疏漏 和 不 足 之 处 在 所 难免 , 还 望 读者 予以 批评 
指正 . 
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第 一 章 ”预备 知识 


作为 预备 知识 , 本 章 介绍 若干 记号 , 几 个 重要 不 等 式 , 空间 Z(O) 
的 几 个 重要 性 质 , Hilder 空间 , 函数 的 磨 光 , 截断 与 分 解 和 弱 导 数 . 


1.1 若干 记号 


贯穿 本 书 的 始终 , 区 域 这 个 术语 表示 连通 开 集 , R" 表示 n 维 欧 氏 
空间 . 除非 特别 说 明 , 9 总 表示 R” 中 的 开 集 . 

用 z= (mi … ,zn) 表示 R" 中 的 点 , 其 范 数 记 为 |z| = (zf 十 … 十 
玛 )2. 用 zy = 本 1 zi 表示 z 与 y 的 内 积 . 通常 把 Ri 简 记 为 
R， 便 于 应 用 , 有 时 也 把 R" 中 的 点 z 写成 z = (zzn), 其 中 zw = 
(rm 记 BR ={zeR":z>0 梧 ={zeR:z>0 
设 p>0, 称 p=p/(p 一 1) 为 的 共 生 指 数 . 

用 符号 “a.e.” 表示 “几乎 处 处 \, 用 符号 “v” 表示 “任意 的 " 或 
“所 有 的 ". 

对 于 给 定 的 > > 0 以 及 点 z, 记 B,(z) 是 以 z 为 球 心 、 以 7 为 半 
径 的 球 . 当 = = 0 时 , 通常 简 记 B, = B,(0). 

给 定 一 个 集合 9, 用 an 表示 9 的 边界 ,页 = QU9 表示 9 的 闭 
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包 , 9e 表示 9 的 余 集 . 对 于 点 = 和 集合 4, 分 别 用 dist(z,Q) 和 dist 
(4,9) 表示 点 = 到 集合 9 和 集合 4 到 集合 Q 的 距离 : 


dist(m 0) = igf llz —yl, dist(4, 0) = disttz, 人 ) 


对 于 se>0, 记 9 = {zeQ:dist(z,00) > e}. 

对 于 R" 中 的 两 个 集合 4 和 B, 其 中 4 是 有 界 集 , B 是 开 集 . 如 
果 肛 Cc B, 则 称 4 紧 包 含 于 B, 记 成 4 E B, 或 者 B34. 

给 定 集合 4 C R". 对 于 向 量 (点 ) he R" 和 子 集 4 c 4 以 及 
定义 在 4 上 的 函数 w 用 wh(z) = u(z 十 加 表示 u 关于 hh 的 平移 ; 用 
划 lw' 表示 u 在 4' 上 的 限制 . 函数 


1, rE€A, 
Xa(z) = { 
0, zgA 
称 为 集合 4 的 特征 函数 . 
假设 9 是 一 个 可 测 集 , 用 |9| 表示 9 的 测度 , 对 于 给 定 的 ve 
Li(m), 用 


二 
fr 二 商人 void 


表示 u 在 Q 上 的 平均 . 有 时 又 把 fou(z)az 简写 成 um. 
给 定 一 个 函数 u, 定义 它 的 正 部 ut (zx) 与 负 部 u- (zx): 


wt {> “o>0 -对 { uz) >0, 
0， us) <0, us), uz) <0, 


那么 ,= ut +, |u| = wt 一 uw-. 


设 9 是 开 集 , u 是 定义 在 Q 上 的 函数 . 集合 
spt{u} = {z EQ: ulz) #0} 


称 为 u 的 支 集 . 当 spt{u} e 9 时 , 就 称 u 在 Q 内 具有 紧 支 集 , 有 时 也 
简称 u 具有 紧 支 集 - 


1.2” 几 个 初等 不 等 式 


设 大 是 非 负 整数 (有 也 可 以 是 co). 用 C3(9) 表示 空间 C*(9) 中 
所 有 具有 紧 支 集 的 函数 构成 的 集合 , 有 时 也 把 C$(Q) 写成 Ct(9). 再 
定义 空间 
Co) = {ue C*(Q) ; Deu 在 Q 内 有 界 , Y lal < 上}. 
设 as 是 非 负 整数 , i = 1,… ,n, 数组 a = (a1,… ,an) 被 称 为 多 
重 指 标 , 称 数 la| = 并 ”am 为 a 的 长 度 . 通常 简 记 


al=al an 


给 定 两 个 多 重 指标 a 和 8. 如 果 对 于 所 有 1 < i< n, 都 有 pi < oa， 
则 称 8 < a. 这 时 , a 一 8 也 是 一 个 多 重 指标 , 并 且 la 一 蛋 +18| = |al. 
当 Bg a 时 , 简 记 

‘or al ‘a On 
全 “= 而 的 一 (人 

对 于 ze Rm 和 多 重 指标 a = (al…… ,an), 记 ze = zf pz 
这 是 一 个 次 数 为 la| 的 单项 式 . 记 Di = 坝 , 用 De = DY …D8" 或 
者 9 = B98!'…O8" 表示 一 个 阶 数 为 lal| 的 微分 算 子 . 给 定 一 个 函数 wu 
导数 Dou = Eger := Bu 称 为 u 的 a 阶 导数 (如 果 右 端 有 意义 ). 
对 于 在 z 附近 |a| 次 可 微 的 函数 u 和 v, 下 面 的 Leibniz 公式 成 立 ; 

十 和 -A 
Dr (uv) 三 人 DeuDa-pu. 

对 于 fe 1P(Q),g e WA(O), 通 常 简 记 咱 pn= fens glen 
= ligllwstm， 如 果 所 讨论 的 问题 中 集合 9 是 固定 的 , 又 简 记 | = 
Nllineny), llellke = lellwym- 

设 久 是 Banach 空间 , X' 是 它 的 对 偶 空间 . 用 (.,-) 表示 关 与 X' 
之 间 的 对 偶 积 . 


1.2 几 个 初等 不 等 式 
定理 1.2.1 设 p>1, 那么 对 于 任意 的 数 a 和 心 有 
(四 十 网 关系 2 (la 十 所 下) (042 
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证 明 不 妨 假设 a。 和 b 都 是 非 负 实 数 , 并 且 b>a. 取 
J() = (e+ 一 2 (oz 十 友 )， 
那么 f(a) = 0, f(b) < 0 对 于 任意 的 b > a 成 立 . 从 而 不 等 式 (1.2.1) 
成 立 . 证 毕 . 


定理 1.2.2 (Jensen 不 等 式 ) 设 /: 民 一 , 民 是 本 函数,u 是 
(a,5) 上 的 可 积 函数 那么 


/ 区 人 wou) < soar 


证 明 邻 豆 = 吉 ult)dt. 记 y = mtz 一 可 +7G 是 了 在 元 处 
的 一 条 支撑 直线 , 那么 /(z) > m(z -可 +7 人 加. 取 z=ult), 则 有 


(ulD) 2 m[ult) = + f(T), ae. te (a,b). 
从 而 
4» 
/ flult)dt > mf oar — ma(b—a) + f(T)(b—a) = f(W)(b — a). 


故 结论 成 立 . 证 毕 . 


定理 1.2.3 (Young 不 等 式 ) 若 mb > 0, mg > 1 且 满足 1/P 十 
1/q=1, 那么 
1 1 
ob < ~a? + =-b. 
人 S 9 
证 明 在 Jensen 不 等 式 中 取 
plna, 0<t<1/p, 
f(z)=e, ud) = 
glnb, l/p<t<1. 
则 有 


‘(f vodt] < 人 wb)dt， 


1.3 空间 Lr(9) 


即 
ab=f(natind)=/ (f ug) < oh flu(t)at 


Wp 1 1 1 
-/ mart 人 Erinbdt = ~a? 十 一 如. 
lo Vp q 


定理 1.2.4 ( 带 = 的 Young 不 等 式 ) 设 abhe>0,pgq>1 且 
满足 1/p 十 1/g = 1. 则 有 


Eee 
ab < Ear + ——b. (1.2.2) 
卫 9 


证 明 留 作 习题 . 

当 p = 4 = 2 时 , 不 等 式 (1.2.2) 就 是 带 = 的 Cauchy 不 等 式 . 当 
e=1 且 p=q=2 时, 不等式 (1.2.2) 就 是 通常 的 Cauchy 不 等 式 . 

定理 1.2.5 (离散 形式 的 H5lder 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 ) 
假设 1<p<oo,g=p/(p 一 1), 则 有 


oh < 人 iar) 冯 (Sr) (1.2.3) 


pr 
nm nm Vp n Up 
位 top) < EE iar) + (Erm) , (1.2.4) 
| | | 
这 里 ， 当 刀 = oo 时 ,认定 (并 to 人 一 maxk lu|- 

把 证 明 放 在 定理 1.3.3 的 后 面 . 

空间 Zz(o) 是 一 个 最 简单 的 Sobolev 空间 , 它 是 建立 其 他 类 型 的 
Sobolev 空间 的 基础 . 为 了 便于 读者 阅读 , 下 面 几 节 复述 空间 (9) 的 
一 些 基本 结论 . 


1.3 空间 Z(O) 


本 节 总 假设 9 是 Rn 中 的 可 测 集 , p 是 正 实数 . 用 Zr(O) 表示 定 
义 在 Q 上 并 满足 
/ latz)dz < oo 
jn 
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的 所 有 可 测 函数 构成 的 集合 . 在 L?() 中 , 两 个 几乎 处 处 相等 的 函数 
被 看 成 同一 个 . 易 证 , L?(9) 是 一 个 向 量 空 间 . 对 于 we ZP(9), 定义 
Vp 
lla = ll = (ares) 
容易 验证 , 当 1 < p < oc 时 , ullpn 是 17(9) 中 的 范 数 , 从 而 Z(O) 是 
赋 范 空间 . 而 当 0 < p < 1 时 , |lullpn 不 是 范 数 . 

称 可 测 集 Q 上 的 一 个 可 测 函数 “在 Q 上 本 性 有 界 (有 时 也 简称 为 
有 界 ), 如 果 存 在 正常 数 C, 使 得 lu(z)| < C 在 Q 上 几乎 处 处 成 立 . 这 种 
常数 C 的 下 确 界 被 称 为 u 在 Q 上 的 本 性 上 界 , 记 为 esssupsenju(z)|. 
容易 验证 , 由 

Ill=o = esssuplu(z)| 
定义 的 泛 丽 | | 是 空间 Lx(9) 上 的 一 个 范 数 , 所 以 Lx(9) 也 是 
赋 范 空间 . 通常 又 把 esssup 简写 成 sup. 
1.3.1 几 个 常用 不 等 式 

定理 1.3.1 (H5lder 不 等 式 ) 设 1<p< og=p/tp-1). 若 
uE LP(N),ve LA(N), jy wv Ee LI(N), 并 有 

J hear < lullole. 

证 明 当 P= 1 或 者 p= co 时 , 结论 显然 成 立 . 当 1<p< oo 时 ， 

应 用 带 = 的 Young 不 等 式 知 
luv] < elulP + 


上 式 两 边 在 9 上 积分 并 取 


[mu 
9 


< lol 
Plulp™ 


即 知 结论 成 立 . 证 毕 . 
特别 地 , 当 p= 4 = 2 时 , 上 式 成 为 


人 luvlaz < llullalivla, 
jn 


1.3 空间 zzfo) 


称 之 为 Schwarz 不 等 式 . H6lder 不 等 式 还 可 以 推广 为 : 车 p; > 1 且 满 
是 Ip 二 1/pm 二 ye LP(0), 则 tm-…wn ELi(Q), 并 且 
salm lemee 
jn 
定理 1.3.2 设 uwe IP(),1<g<r<p,ae(0,1) 且 满 足 
= 和 $+ 二, 那么 
lhulle < ladle lle. 


证 明 ”如 果 ug Ze(9), 那么 llull = oc, 要 证 的 不 等 式 显然 成 立 . 
下 面 假设 we Lr(Q). 利用 Halder 不 等 式 知 


人 ora orreroar 
< (人 rat] (fm) 


一 | 一 e 


定理 1.3.3 (Minkowski 不 等 式 ) 设 1 < 了 < co， 对 于 wvE 
ZP(D), 有 
Nu + vil» < llullp + lvl 
证 明 ” 当 p= 1 或 者 p= co 时, 结论 显然 成 立 . 当 1<p< oo 时 ， 
应 用 Halder 不 等 式 , 有 


Iu+ulp= 人 lu+vPdr < | lu+vp-!lulde + 人 fa+aP-:eldz 
jn 


cr)” [ore) "(oe)" 


= llu+ wllp™ (lhulls + lolls)- 


定理 1.2.5 的 证 明 . 当 p = 1 或 者 p = oo 时 , 结论 显然 成 立 . 下 
面 假设 1 < p < oe. 在 区 间 [0,n] 上 定义 两 个 函数 


uz) =as, vz)=b, rED-1, 了 =12… 
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对 于 这 样 的 函数 u 和 v, 利用 定理 1.3.1 可 得 不 等 式 (1.2.3), 利用 定理 
1.3.3 可 得 不 等 式 (1.2.4). 证 毕 . 

定理 1.3.4 ( 逆 Hilder 不 等 式 ) 假设 0 < p < 1 (因此 , p' = 
p/(p—1) <0), we LP(Q) 并 且 


0< 大 lvl?'dz < oo， 
各 


Up Up 
rasz (furar) (Llores) sy 
证 明 。 不 妨 假设 ww e L1(Q), 否则 不 等 式 (1.3.1) 的 左 端 为 无益 
大 , 结论 自然 成 立 ， 令 4 = -mu = uv 那么 ov = up 显然 
Ve Ln(0), 其 中 g=1/p>1. 由 于 及 = -pq, 其 中 %= 9 -1) 因 
而 we Lr (9), 直接 利用 Halder 不 等 式 可 得 


hras= or < toleton= (rear) (人 an) 和 


两 边 开 p 次 方 , 再 除 以 右 端 最 后 那个 因子 , 即 得 不 等 式 (1.3.1), 证 毕 . 


定理 1.3.5 ( 逆 Minkowski 不 等 式 ) 假设 0<p< 1 对 于 
ve IP(m), 有 


则 有 


Nhul + hollls > ullp + lull: (1.3.2) 


证 明 “如果 wu 和 v 都 恒 为 零 , 不 等 式 (1.3.2) 显然 成 立 ， 如 果 u 
或 者 v 有 一 个 不 恒 为 零 , 那么 不 等 式 (1.3.2) 的 左 端 大 于 零 . 由 于 


AC A 
对 右 端 两 项 分 别 利用 道 Halder 不 等 式 (1.3.1) 得 
FA 
Il 十 外 肛 > ( 大 (hul + oD) =) (lullp+ lolls) 
一 oj 二 el (lhulls + olls)- 
两 边 消去 |u| + oll” 即 得 不 等 式 (1.3.2). 证 毕 . 


1.3 空间 Zr(O) 


1.3.2 完备 性 , /7(Q) 与 L~(9) 之 间 的 关系 
定理 1.3.6 当 1<p<oo 时, IP(Q) 是 Banach 空间 . 


证 明 ”只 需 证 明 Z(9) 是 完备 的 . 我 们 先 讨论 1 < p < oo 的 情 
况 . 假设 {uk} 是 I?(9) 中 的 一 个 Cauchy 列 , 那么 存在 子 列 {us}, 
使 得 
Mus — wllpn < 2 j=1,2,.…. 


定义 vm(z) = 这 1 ukywa(z) 一 uks(z)|， 显然, wm(z) 是 单 增 的 , 故 极 
限 ,lim_ vwm(z) = v(z) 存在 (在 某 些 点 z 处 , v(z) 可 以 是 无 穷 ) 利用 
Minkowski 不 等 式 知 


lomllpn < D2 <1, m=1,2,.…. 
气 
再 利用 Fatou 引 理 得 
hoar < smi [ lonlaPar < 1. 
n me Jn 
这 说 明 在 (9) 中 vtz) < oo 几乎 处 处 成 立 . 因而 , 级 数 
wh + > [un (7) -ww 人 
抬 
在 人 中 几乎 处 处 收敛 于 某 个 函数 u(z), 即 
和 加 =az) ae. 于 0 
在 不 收 全 的 点 z 上 定义 ulz) =0. 
因为 {wx} 是 Cauchy 列 , 对 任何 = > 0, 存在 K, 使 得 当 大 ! > KK 
时 ,有 lu 一 unn < se 固定 上 > 天 再 次 利用 Fatou 引 理 得 
le® mar = [pm es) -moar 
< mi [ lus) -wl ar 


er. 
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于 是 ,w= (uw 一 uk) 十 ux E ZP(OD), 并 且 当 大 一 o0 时 , us 一 ulno 一 > 0. 
所 以 LP(9) 是 完备 的 . 

再 考虑 = oo 的 情况 . 假设 {us} 是 L~(Q) 中 的 一 个 Cauchy 列 ， 
则 存在 正常 数 C 以 及 零 测 集 4 c 9, 使 得 对 于 任意 的 zenA\4， 


lux(a)| < uxlleon < Cu 四 一 (< hu 一 uleo 一 0. 


由 此 知 , ur(z) 在 R\4 上 一 致 收敛 于 某 个 有 界 函 数 u(z). 若 在 4 上 
定义 u(x) = 0 那么 ue Lx(9) 并 且 lu 一 wll,n 一 0. 因此 , Zee(O) 
是 完备 的 . 证 毕 . 


定理 1.3.7 假设 In| < oo. 
(1) 如 果 weE Lee(D), 那么 对 于 任意 的 1< p<o0, 有 ue 1Ir(n) 
并 且 
im, vl = lullee; 
(2) 车 对 任意 的 1 < p < co, 都 有 E LP(Q), 并 且 存 在 正常 数 C， 
使 得 


lulp<Cc，Y1<sp<ec， (1.3.3) 
那么 we Lee(D) 并 且 
llulw < C. (1.3.4) 
证 明 (1) 由 于 
hrar < usin 


所 以 对 于 任意 的 1 < p < oc, 都 有 ue 17(9) 并 有 limsup lulls < lullee. 
另 一 方面 , 对 于 任意 的 = > 0, 易 知 集合 YY = {z € 0: lu(z)| > 
llullw 一 =} 的 测度 大 于 零 . 从 而 


here> ,ar > (hal -so 


1.3 空间 Zr(O) * 王 < 


由 此 得 llulls > (lull 一 slQ'P/”, 进而 又 推出 
liminf lull > ll (4.35) 
pm 


结论 (1) 成 立 . 

(2) 现在 假定 (1.3.3) 式 成 立 . 如 果 ug LX(9), 或 者 ue Le(O) 但 
是 (1.3.4) 式 不 成 立 , 则 存在 常数 C* > C 和 集合 9 cm, 使 得 In"| > 0 
并 且 

lu(z)|2C°, Yrer. 

同 于 (1.3.5) 式 的 证 明 可 以 推出 Himinf us > C” 此 与 (1.3.3) 式 矛 盾 . 
证 毕 . 
1.3.3 整体 连续 性 

设 fe (Oo), 把 / 零 延 拓 到 R", 延 拓 后 的 函数 仍 记 为 f. 


定义 1.3.1 称 f 在 LP(Q) 中 是 整体 连续 的 (有 时 也 称 为 经 过 自 
变量 的 平移 关于 范 数 是 连续 的 ), 如 果 对 于 任意 的 > 0, 都 存在 5>0， 
当 heR", |h| <5 时 ,有 


人 [f(z+h)— f(z)dr <e. (1.3.6) 
定理 1.3.8 假设 1<p < co, 那么 LP(D) 中 的 函数 是 整体 连续 的 . 


证 明 第 一 步 讨论 9 有 界 的 情况 . 设 1 es 17(m), 并 记 fn(z) = 
f(z + 如， 根据 Lebesgue 积分 的 绝对 连续 性 , 对 任 给 的 。> 0, 存在 
后 >0, 当 |2| < 而 时， 


沁 UPdr < 5: (37) 


取 > 0 使 得 | \oo| < 下 /4, 其 中 Do = {ze 09: dist(z,00) > oj}. 
由 于 了 在 9 上 可 测 , 故 存在 闭 集 下 C 0。, 使 得 了 在 忆 上 连续 , 并 且 


| 本 > -5/4> IO 一 责 /2. 
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又 因为 了 在 上 一 致 连续 , 所 以 存在 > 0, 当 点 mnz+AE 玉 并 且 
网 < 到 时 ,有 
1- = et -oP < 0) 
用 4 表示 集合 4 关于 向 量 > 的 平移 设 |h| < 5 = min {0,61,62}. 
显然 , F* CQ. 考虑 交集 巨 = FNF-*. 由 于 
B=|F\(Q\F 2 IF -la\ re 
=IPI- (IQ| ~ IP) =2lF|- al 
> In| -5 
因此 , |N\ 5| < 而. 又 因为 当 ze 已 时 , z,z+AE 已 , 故 在 已 上 不 等 式 
(1.3.8) 成 立 . 从 而 


A (1.39) 
注意 到 函数 / 在 9 的 外 部 等 于 零 , 所 以 
le) - flz)Pdz 
(pun-ANVE 
< ( / "(oPdz + / flzjmdz | , (1.3.10) 
non-ANE mE 
并 且 
rapa= Vartz= 人 vera 
(Dun-ANE [mun-ANEIA pnftoun-AN 梧 * 
因为 
IanlQunrAN\ 可 外 =|ontosuo) \ EN\ EIN\ E| <6, 
根据 不 等 式 (1.3.7) 和 (1.3.10) 得 
ls) -fdz < 等 (311) 


(ouo-ANE 


1.3 空间 [7(0) 


由 于 
ire -rar f lr -sar 
|, 


sh 
A 
+ Im- 


(aude 


利用 不 等 式 (1.3.9) 和 (1.3.11) 便 知 , 当 |h| < 5 时 不 等 式 (1.3.6) 成 立 . 
第 二 步 讨论 9 无 界 的 情况 . 若 记 9 = Qn {lz| > 月, 那么 对 于 
给 定 的 = > 0, 存在 K >1, 当 k>K 时 


hPar<e. 
局 
固定 大 > K, 则 当 |h| < 1 时 ， 
AO hath MPA 
< 人 UPan+ 六 Mr -Oh 
ps) Wt 
<ze+ 人 人 | (x) 了 (zj ‘dr. 
因为 9%,, 有 界 , 利用 已 证 结果 知 , 当 |h| < 1 时 上 式 右 端 第 二 项 不 超 
过 上 证 毕 . 


1.3.4 可 分 性 、 一 致 凸 性 与 自 反 性 

为 了 研究 后 面 定义 的 Sobolev 空间 WA(D) 的 可 分 性 、 一 致 凸 性 
与 自 反 性 的 需要 , 本 节 讨论 空间 LP(Q) 的 可 分 性 、 一 致 凸 性 与 自 反 性 . 
我 们 先 讨论 可 分 性 . 

给 定 一 个 实 函数 , 如 果 它 的 值 域 是 有 限 个 实数 , 则 称 它 为 简单 函数 . 


定理 1.3.9 如 果 1<p< co, 那么 Co(Q) 在 IP(D) 中 稠密 . 
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证 明 设 we Z(Q), 。 > 0， 答 证 明 : 存在 / < Co(9), 使 得 
上 一 ullp < 分 解 = ut+u .如果 对 于 u+ 和 w-, 能 够 分 别 找到 
函数 /,g e Co(9), 使 得 上 1 一 + < /2, lg 一 lp < /2, 那么 结论 
成 立 . 因此 , 不 妨 假设 u 是 非 负 的 . 

因为 we ZP(O), 所 以 存在 N > 1, 使 得 lullzxtovow) < s/2, 其 
中 mv = {z € 0 : |z| < N}. 对 于 有 界 集 Qw 而 言 , 如 果 能 够 找到 
函数 1 e Co(Qw), 使 得 1/ -ulzrtow) < e/2, 那么 了 e Co(), 并 且 
上 一 wz < e 因而 结论 成 立 . 下 面 , 不 妨 假设 Q 有 界 . 

利用 附录 的 定理 A.6 知 , 存在 一 个 在 Q 上 点 点 收 全 于 u 的 单调 
递增 的 非 负 简单 函数 列 {ss}. 由 于 0 < sx(z) < u(z), 故 se Z(O)， 
又 因为 (u - sr) < wr, 根据 Lebesgue 控制 收敛 定理 , 在 LP(9) 中 
sk 一 * u. 选取 s € {sx), 使 ls 一 xl。 < s/2. 由 于 s 是 简单 函数 , 若 
把 s 在 9 上 的 值 修 改 为 零 ,那么 新 的 s 仍然 是 简单 函数 , 并 且 不 等 式 
1s 一 ulls < s/2 还 成 立 . 因此 , 可 以 假设 在 9 上 s(z) = 0. 

如 果 在 9 上 s(z) = 0, 那么 se Co(), 结论 成 立 . 如 果 在 Q 上 
s(z) 天 0, 那么 sl > 0， 应 用 定理 A.7 (Lusin 定理 ) 知 , 存在 函数 
Je Co(D), 使 得 


GG 全 
me < als, lr en: #710 < (Fe) 
于 是 
ls— /ls < ls— /flel{z en: sa) # 70) 
?el = 
由 此 得 |/ 一 ulls < < 证 毕 . 
定理 1.3.10 当 1<p< co 时 , 空间 LP() 是 可 分 的 . 
证 明 对 于 j 一 1,2,…, 定义 


= {zen:l|<j, dist(z,00) > 1/7}, 


1.3 空间 Zr(O) 


那么 页 是 9 的 紧 子 集 . 记 PP 是 R" 上 系数 为 有 理 数 的 全 体 多 项 式 构 
成 的 集合 , 已 = {xs,6 : 5 e P}. 由 推论 A.4 知 ,万 在 C(5;) 中 稠密 ， 
而 且 UP ， 甩 是 可 数 的 . 

对 于 = > 0 和 uw € (oO), 应 用 定理 1.3.9 知 , 存在 了 e Co(m)， 
1f 一 ulls < es/2. 显然 ,对 于 任何 j, 有 fe C(5j). 容易 看 出 , 当 j 满足 


dist(spt{/},00) > 1/j, spt{/} Co 


时 , f 在 页 ; 的 外 部 恒 为 零 . 因为 P 在 C(5) 中 稠密 , 故 存在 $j & 忆 ， 
使 得 上/ 一 外 上 =(n,) < (e/2)I9y|-™P. 又 因为 和 办 在 页 的 外 部 都 
为 零 , 所 以 


好- 则 lea= 朵 下 la < 下 02 和 
因此 


Mf -glpn = 1 —%lpn, saolniP<e/2， 
lo; —ulpn < Nf — ulna tf —%llpn < 


这 表明 可 数 集 U 疙 1 PP 在 Z(O) 稠密 , 所 以 LP(9) 是 可 分 的 . 证 毕 . 

下 面 讨论 空间 LP(9) 的 一 致 凸 性 与 自 反 性 , 为 此 , 先 证 明 Clarkson 
不 等 式 . 

定理 1.3.11 (Clarkson 不 等 式 ) 假设 1<p< co uve PP(D). 
记 p =p/(p—1). 

(D 当 2<p<oo 时 ， 


| 竺 - | + 化 < Sul + Slolg, (1.3.12) 
[all 3 ; (1313) 
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(人 2) 当 1<p<2 时 ， 
a +| | > 地 + Blely, (314) 


[ 守 + +| 与 六 < Grug+ de) (1.3.15) 


为 证 Clarkson 不 等 式 , 我 们 先 证 明 3 个 引 理 . 


引 理 1.3.1 如 果 0 <s<1, 那么 函数 f(z) = (1 一 sz)/z 关于 
五 > 0 是 严格 单调 递减 的 . 


证 明 记 9%(=t 一 tnt 则 
rz) = z-?(e) -1]. 


因为 0 < sr < 1 并 且 当 0 < 上 < 工时, gtt) = -lnt > 0, 所 以 
9(s") < g(1) = 1. 由 此 得 Pr(z) < 0. 证 毕 . 


引 理 1.3.2 对 于 1<p<2,0<t< 1 成立; 
1+tle sp BE 
,a 


证 明 ”因为 当 p=2, 或 者 t=0 或 者 t= 1 时 , 式 (1.3.16) 中 的 等 
号 显然 成 立 . 下 面 我 们 假设 1< p< 2,0 <t<1. 变换 t= (1-s)/(1+s) 
把 区 间 0 < t < 1 变 成 区 间 0 < s < 1, 把 不 等 式 (1.3.16) 变 成 等 价 的 
不 等 式 


B+sP + 0 -s+ 20. (1.3.17) 
如 果 记 


(站 =- (0 k21, 


1.3 空间 zz(o) 


那么 不 等 式 (1.3.17) 左 端的 寡 级 数 展开 式 为 
这 ( )*+3 )e -7 


ko ko、 大 
-a )" 


Pp) (7-1 porD_ (7-2 
S|): (= ( 2k ): 总 
当 0< s< 1 时, 右 端 级 数 收敛 . 我 们 将 通过 证 明 当 0 < s< 1 时 , 级 数 
中 的 每 一 项 都 是 正 的 来 完成 引 理 的 证 明 . 

事实 上 , 级 数 中 的 第 大 项 可 以 写成 


Pp— D2—p)(3—p)..-(2k—1—p) 2. 
CR)! 


-D2—p)(3— pk- 1 p) y(n) 
(KD! 
+ P= D2—p)(3 A “(2k— p) ty 
-2- 2 均 人 PD) sak(p— 1) 
» p(k) 2k sakp'—2k 
(ze EE 5) 
(2-7D)(3—D).. (kD),a 外 snp eee) 
(2k— D! (2k—p/(p—1) 2k/(p-l) 
由 于 1 < p < 2, 所 以 上 式 右 端 第 一 个 因子 是 正 的 . 又 因为 0 < (2k 一 
/tp 一 1) < 2k/(p 一 1), 根据 引 理 1.3.1 知 , 上 式 右 端 大 括号 中 的 项 是 
正 的 . 因此 不 等 式 (1.3.17) 成 立 . 证 毕 . 
引 理 1.3.3 设 wz 是 复数 . 
(D 当 1<p< 和 2 时， 


p+ 


1 1 VD 
< (Ser+ Bg) ; (1.3.18) 
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(2) 当 2<p<o0 时 , 


wisp wz 
访 半 + 让 
证 明 ” 当 w=0 或 者 > = 0 时 , 不等式 (1.3.18) 显然 成 立 . 由 于 
不 等 式 (1.3.18) 关于 w 和 z 是 对 称 的 , 故 可 以 假定 |w| > |z| > 0. 记 
z/w=rex,0<r<1,0<0<2r. 那么 不 等 式 (1.3.18) 等 价 于 
EG 
若 0 = 0, 由 引 理 1.3.2 知 结论 成 立 . 如 果 我 们 能 够 证 明 函数 


J(0) =|1+resp +|1— re 


.WE | 
| < zloP + aleP. (1.3.19) 


(1.3.20) 


在 9 = 0 处 取 到 最 大 值 , 那么 不 等 式 (1.3.20) 成 立 , 进而 不 等 式 (1.3.18) 
成 立 . 
把 1(b) 写成 


Ff(0) = (1+r2+2rcosO) /2 + (1+7? — 2rcosO)”/?, 


显然 有 /(2r 一 9) = f(x 一 0) = /(9), 所 以 只 要 在 区 间 [0,7/2] 上 讨论 
7(@) 即 可 . 注意 到 p/ > 2, 所 以 在 区 间 [0,x/2] 上 有 


1"(0)=—p'rsinO[(1+r2+ 2r cos0)” /2-1-(147? — 2reos0)" /31] < 0, 


因此 f(9) 在 9=0 处 取 到 最 大 值 . 
下 面 证 明 不 等 式 (1.3.19). 因为 2< p < oo, 所 以 1<p' < 2. 在 不 
等 式 (1.3.18) 中 交换 p 与 p/ 的 位 置 , 再 利用 不 等 式 (1.2.1) 得 


于 了 + 号 下 < (rr + Ee) 


2 
J, Ny 
= (dtr +#P) 


< 27 (1/2) heP+ (1/2)° lap] 


入 1 
= Lhwle + llzl, 
zhe 十 于 


1.3 空间 Zrfo) 


即 不 等 式 (1.3.19). 证 毕 . 

定理 1.3.11 的 证 明 

(1) 由 于 2 < p < co, 在 不 等 式 (1.3.19) 中 取 w = u(z), = = v(z) 
并 在 9 上 积分 , 即 得 不 等 式 (1.3.12). 

因为 1 < p< 2, 对 于 复数 5 和 ,在 不 等 式 (1.3.18) 中 用 yp 代替 
及 用 全 + 棚 /2 代替 ww, 用 (5 一 由 /2 代替 =, 即 得 


( 


-9 1 1 
妈 站 +| 轩 六) > + 


注意 到 对 于 /6 17(0), 有 四/P' 有 := 上 只 ， 在 上 面 的 不 等 式 中 取 
= u(z), n = v(z) 并 在 9 上 积分 , 再 利用 p 一 1 > 1 和 Minkowski 不 
等 式 又 得 
-1 
(Bg + ole) = (Bg + Blolg) 


MG-D 


ea el 


一生 人 


Ip-1 


故 不 等 式 (1.3.13) 成 立 . 
(2) 先 证 不 等 式 (1.3.14). 由 于 1 < 了 < 2, 对 于 复数 入, 在 不 
等 式 (1.3.18) 中 取 w =€+n,z = 一 并 整理 得 


+ > (er + ) 


在 上 面 这 个 不 等 式 中 取 上 = u(z), n = v(z) 并 在 9 上 积分 , 注意 到 
0 <p 一 1< 1 再 利用 逆 Minkowski 不 等 式 又 得 


第 一 章 预备 知识 


| 和 +>/ Gertie) 


EE 

> (w+ 二 |) 
TD ud 

= (Bul + Bog ) 

> duly + Bolg 

= Blulp+ Bholy, 


即 不 等 式 (1.3.14). 
再 证 明 不 等 式 (1.3.15). 在 不 等 式 (1.3.18) 中 取 w = u(z), z = u(z)， 
注意 到 0 < p 一 1< 1, 利用 逆 Minkowski 不 等 式 得 


[Esa “+ 性 = 儿 | 叶 ?| bs 二 站， 
(所 
<[/ (Br + Bhp) ue] Wie- 


1 1 We 
= (duls+ Bolg) 


即 不 等 式 (1.3.15). 定理 得 证 . 

设 X 是 一 个 赋 范 空间 , 其 范 数 记 为 | . |. 如 果 对 于 任何 € (0,2)， 
都 存在 常数 5(e) < (0,1), 当 z,y eX 并且 满 足 |z| = lwll = llz- 如 > 
< 时, 就 有 |(z 二 y)/2|| < 1 一 6(e), 则 称 X 是 一 致 凸 的 . 


定理 1.3.12 当 1<p< co 时 , 空间 LP(Q) 是 一 致 西 的 , 从 而 是 
自 反 的 . 


Vp) 


1.4 Halder 空间 


a 


证 明 设 wwe Zr(o) 满足 ul = llvlls = 1, 并且 lu 一 vlls > 
s>0. 

如 果 2 < p < oo, 由 不 等 式 (1.3.12) 得 (w+)/2|lp < 1 一 (e/2)?. 
如 果 1 <p <2, 由 不 等 式 (1.3.15) 得 (w+v)/2I2 < 1 一 (e/2)r". 所 以 
Lr(9) 是 一 致 凸 的 . 在 泛 函 分 析 中 我 们 已 经 知道 , 一 致 凸 的 Banach 空 
间 是 自 反 的 . 因此 , 当 1 < p < oo 时 , 空间 ZP(O) 是 自 反 的 . 证 毕 . 


1.4 Halder 空间 


比 可 微 函 数 性 质 稍 差 的 函数 是 Lipschitz 连续 函数 ( 它 是 几乎 处 处 
可 微 的 ), 这 种 函数 是 借助 于 半 模 : 
四 oa := 四 no SE 1 <o 


来 刻画 的 . 记 这 种 函数 的 全 体 为 C%(5), 并 赋予 范 数 


hulon := lulo,n = e+ 四 ov 


这 里 lulo := lulon = wp hu(z)| 或 者 lulo := lulon = nsk 被 称 为 u 
在 Q 上 的 最 大 模 . 那么 C%(5) 是 一 个 Banach 空间 . 设 上 > 1 是 正 
整数 , 定义 
Ce = {ue C*(W) :[Daulol < o0, VIB| =k}, 
并 赋予 范 数 
lula 一 uleano= 六 IDeuo+ 5 [Duon, 
lalgk lsl=k 

那么 Ce1(D) 也 是 一 个 Banach 空间 . 

设 上 >0 是 整数 . 如 果 对 于 任意 的 Qo e 9, 都 有 ue C*i(Fio), 则 
称 we C1(Q), 或 者 we CS2(9). 

自然 要 考虑 比 Lipschitz 连续 函数 性 质 稍 差 而 又 十 分 重要 的 一 类 
函数 一 一 Hilder 连续 函数 . 它 是 Lipschitz 连续 函数 的 自然 推广 


22. 
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定义 1.4.1 设 0<a<l 对 于 zoeQ, 如 果 
lu(z) — u(xo)| 
祷 
则 称 uw 在 点 zo 处 是 具有 指数 a 的 Hilder 连续 函数 . 
如 果 
sup lz) 一 un)| .oo, 
2 
则 称 u 是 9 上 具有 指数 a 的 Hilder 连续 函数 或 整体 H5lder 连续 函 
数 . 这 种 函数 的 全 体 构 成 的 集合 记 为 C° (而 ). 数 


lz—ye 
被 称 为 u 在 上 的 H6lder 半 模 ( 半 范 数 ), 数 
lula := lule,n = lulo + [uja 


被 称 为 在 人 上 的 H6lder 范 数 . 易 证 , C*(T) 屿 予 范 数 |ul。 后 是 一 
个 Banach 空间 . 

如 果 对 于 任意 的 Qo E 9, 都 有 ue C"(Tio), 就 称 u 是 9 上 具有 
指数 a 的 局 部 Hilder 连续 函数. 记 为 WE C8.(Q), 或 we Ce(0). 


定义 1.4.2 假定 大 > 1 是 整数 ,0 <a<l 定义 
C*°(W) = {u€ C*(W) : [DPu]a < o0, Y 18| =k}, 
并 赋予 范 数 


lulete := huleran = 六 IDeuo+ D [Du)o. 


Er lBl=k 


易 证 , Cho() 是 一 个 Banach 空间 ， 类 似 地 可 以 定义 Cke(D) 或 者 
Cea(Q). 


1.4 Halder 空间 


设 > 1 是 整数 , 通常 简 记 


lk = [ea = Do IDeule=1IDeulo, 
Dd 
[ulate = letan = BD [Do = [De 


pee 
它们 分 别 是 空间 C*(W) 和 Ce (6) 中 的 半 模 . 简 记 
lu := lulan = IDAulo, 
[Er 
它 是 空间 C*(TD) 中 的 范 数 . 
按照 定义 ,可 直接 得 到 
定理 1.4.1 设 uveC"(WD). 
(CD luvla < lulolole + lulolvlo; 
(2) luvla < hulalola. 
Halder 空间 最 重要 的 性 质 是 内 插 不 等 式 , 它 使 我 们 做 估计 时 可 以 
集中 讨论 最 关键 的 部 分 , 从 而 简化 证 明 过 程 


定理 1.4.2 设 人 有 界 , ue C2e(T), 则 对 于 任意 的 0<E< 1 下 
面 的 内 插 不 等 式 成 立 : 


加， < < 四 2+e + Celulo, (14.1) 

[ua < es 四 are + Celulo, (1.4.2) 

其 中 正常 数 Ce 不 仅 依赖 于 <, 而 且 还 依赖 于 空间 维 教 mn, 指数 a 和 区 
域 Q. 

证 明 ”我 们 采用 紧 性 方法 来 证 明 . 只 证 不 等 式 (1.4.1), 不 等 式 

(1.4.2) 的 证 明 类 似 . 如 果 结 论 不 对 , 则 存在 = > 0 和 um e C2e( 避 ,使 


um]: > slum]ata + mlumlo, m= 1,2,.…-. (14.3) 


24- 
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用 wm = wm/humls 代替 wm, 可 以 假设 lwmj = 1, 从 而 lum]i <1. 由 
不 等 式 (1.4.3) 得 


[um]ata < 1/e, lumlo < 1/m. (1.4.4) 


这 说 明 {wm} 宫 -1 在 空间 C2“( 铝 有 界 . 利用 Arzelji-Ascoli 定理 知 , 存 
在 子 列 {um,} C {um} 和 ue C2e(WD), 使 得 在 C22(W) 中 um, 一 
再 由 lumli = 1 知 , ul = 1. 
另 一 方面 , 根据 (1.4.4) 的 第 二 式 又 知 , 在 页 上 ww 一 致 收 仇 于 零 ， 
因而 w 三 0. 这 与 lunl! = 1 相 矛盾 . 证 毕 . 
下 面 定义 区 域 9 的 正则 性 . 
定义 1.4.3 设 器 是 民 " 中 的 集合 ,是 非 负 整 数 ,0<a<1. 称 
99 E Ce (99 E Co), 如 果 对 每 一 点 zo E 00, 都 存在 r > 0 和 一 个 
Ck (Cee) 函数 力 : 及 "-:! 一 ， R, 通过 改变 坐标 的 顺序 ,可 以 写成 
annBr(zo)={zeBrlzo:zn=gz)}， 
RnBr(zo)={zeBrfzo):zn>gz)}， (1.4.5) 
ON Br(zo) = {x € Br(z0) :zn < pz’)}. 
这 里 ,z= (zi ,Tn-1). 
如 果 对 于 任意 的 正 整数 k， 都 有 B81 E Ck, 就 称 B0 < C%， 如 果 
对 每 一 点 zo e 69, 对 应 的 函数 % 都 是 Lipschitz 连续 的 , 就 称 D 具有 
Lipschitz 性 质 或 Lipschitz 边界 , 记 为 60 E Co 


定义 
Bz) = (zz 一 az))， 昌 一生 下 (1.4.6) 


显然 , 惠 , 惠 与 5 有 相同 的 光滑 性 . 若 令 y = $(z), 则 O := 亚 (QnBr(zo)) 
是 上 半空 间 y > 0 中 的 一 个 区 域 , 它 的 一 部 分 边界 再 (0m Br(zo)) 落 
在 超 平面 y=0 上 . 


1.4 Halder 空间 


显然 , 存在 一 个 球 B, 其 上 半球 落 在 区 域 (Qn B,(zo)) 中 , 通过 
坐标 的 平移 和 拉 伸 变 换 , 不 妨 认为 B 是 中 心 在 原点 的 单位 球 ， 这 样 ， 
Q := (8) 就 成 为 z 空间 中 的 一 个 区 域 并 且 包 含 99 的 一 部 分 . 

这 种 变换 称 为 边界 拉平 变换 , 处 理 函 数 在 边界 99 附近 的 性 质 时 
非常 有 用 , 在 后 面 各 章节 的 研究 中 我 们 将 会 看 到 这 一 点 . 


定义 1.4.4 称 @ 具有 锥 性 质 , 也 称 Q 为 锥 形 区 域 , 如 果 存 在 一 
个 有 限 锥 V, 使 得 对 于 任意 的 ze 0, 都 存在 以 了 为 顶点 且 与 V 全 等 
的 锥 cn. 

如 果 9n e C01, 那么 具有 锥 性 质 . 


定理 1.4.3 设 Q 具有 锥 性 质 , u < C2e(8), 则 对 于 任意 的 0 < 
E < 1, 下 面 的 内 插 不 等 式 成 立 : 


四 < eate 四 3+a + Ce™!lulo, (1.4.7) 


la < eelulato + Ce ?lulo, (1.4.8) 


其 中 正常 数 C 仅 依 囊 于 空间 维 数 n, 指数 a 和 有 限 锥 V 的 立体 角 . 


证 明 ”对 于 有 相同 立体 角 、 锥 高 为 1 的 锥 V, 如果 ue C2e(VT)， 
由 定理 1.4.2， 


四 ww < 四 raw +Chulov (1.4.9) 


这 里 的 正常 数 C 只 依赖 于 a 和 有 限 锥 的 立体 角 . 设 0<e<h, 其 中 大 
是 有 限 锥 Y 的 锥 高 . 按照 定义 , 对 于 任何 zo e 9, 必 存 在 锥 VE cm， 
它 以 zo 为 顶点 、 锥 高 为 =。 并 且 与 有 限 锥 V 有 相同 的 立体 角 ， 因 为 
EC2e( 可 ,所 以 we C2e(I 呈 )， 作 变量 代 换 y = (z - zoj/s 并 令 
i(y) = ulzo +ey), 那么 实 e C2e(YT). 对 于 记 不 等 式 (1.4.9) 成 立 , 再 
变 回 到 原 变量 z 可 得 


uvs, ette 轩 sos 二 Ce-ialows <ettebdatea+Cer-ihudon、 
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再 由 zo 的 任意 性 知 , 不 等 式 (1.4.7) 成 立 . 不 等 式 (1.4.8) 的 证 明 类 似 . 
证 毕 . 
如 果 区 域 9 是 一 个 球 , 我 们 还 有 更 为 精细 的 结果 . 


定理 1.4.4 记忆 是 Rm 中 以 原点 为 球 心 、 以 Tr 为 半径 的 球 ,u E 
Ce(B,). 则 对 任意 的 0< p<r, 都 有 


[ul < prlulita + Cn)p™ "lulo, (1.4.10) 
[ula < pluli+a + C(n)p-®hulo. (1.4.11) 


证 明 ”对 任意 的 ye B,, 取 王 € B, 使 得 ye Bpjo(z) € B,. 在 
Bja(F) 上 对 Dev 积分 得 


人 Diudz = wooe(, z1)dS. 
Beva( 司 0Bo/3(D) 
于 是 存在 ye Bj2(z), 使 得 


1 IaB, 本 
lp TB | [tes sass Be hu = 所 


Bo 四 |Bwz( 本 | 
又 因为 
IDeu(y)| < IDeuly) — Dau(D| + DulDI 
IDiuly) - Da _ ie， 到 
Se y+ huh 
< prlDau]e + 2np™ hulo, 
根据 y 的 任意 性 知 ， 
[ul < pr lulita + Cln)p hulo. 
估计 式 (1.4.10) 得 证 . 


注意 到 , 当 |z -yl <p 时 


la) 一 wo _ lu(z) 一 wa) 


他 一 四 lz—yl 


-yl <pr ohh, 
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而 当 |z-y>p 时 


人 四 一 wy 


< 2p "Julo, 
le-—yle 


所 以 
lu(z) 一 wy 
lz-yP 
总 成 立 . 再 结合 式 (1.4.10) 即 得 估计 式 (1.4.11). 证 毕 . 
类 似 可 证 


定理 1.4.5 设 Br 同上 ,ue C9(B,), 则 对 于 任意 的 0<p<r， 
我 人 有 


gp luli +2p "lulo 


prlula + pluli + pt° ura + prlula < 2te 四 are + Cn, a)lulo, 


注 1.4.1 在 上 面 的 内 插 不 等 式 中 取 p 的 特殊 值 , 可 以 得 到 一 些 
特殊 而 又 常用 的 内 插 不 等 式 . 例如 , 在 式 (1.4.10) 中 取 p = sl/er ce € 
(0,1), 可 得 
Cua) 


lo 


四 sr 四 i++ 


1.5 磨 光 
把 一 个 函数 磨 光 , 是 用 光滑 函数 逼近 一 般 可 积 函 数 的 有 效 方法 . 定 
义 函数 
wi), 
0, Il 
其 中 


h(E) 
显然 ,ne Ce(R") 且 及- 9(z)dz = 1. 通常 称 7 为 软化 子 . 
对 于 =>0, 定 义 
-加 全 


第 一 章 预备 知识 


称 ne 为 磨 光 核 . 显然 ， 
人 wait =1 sptfn} =B. 
对 于 ve 丰 。(D), 定义 wu 的 磨 光 函 数 ve: 
ae(z) = Jeu(z) = = / me(z—y)u(y)dy, ren (15.1) 
jn 
称 J 为 磨 光 算 子 . 若 记 Re = {z EQ: dist(z,09) > e}, 那么 
“(0= /me utydy, ze ne. 
es) 


定理 1.5.1 ( 磨 光 性 质 ) 磨 光 函 数 ur 具有 下 面 的 性 质 : 

(1) vw eC™ (Ne); 

(2) wr 一 > uw 几乎 处 处 于 0; 

(3) 当 we C(Q) 时 ,在 的 任 一 紧 子 集 上 ur 一 致 收 仇 到 u; 

(4) 车 1<p< colue 友 (D), 那么 在 Lh.(Q) 中 一 uu; 

(5) 假设 ue Li(Q) 并 且 spt{w} cg 记 5= dist(spt{u},90). 则 
当 E< 6/4 时 ,有 uc €CF(0); 

(6) 如 果 uwE ZP(RY)， 那么 对 于 任意 固定 的 o > 0, 在 空间 LP(R3,) 
中 是 一 由 其 中 R={zeRn:z>o. 

证 明 (1) 固定 ze ne 及 ie fl,…,n} 取 太 适当 小 , 使 得 
z+het e Qe, 其 中 6; = (0,… ,0,1,0,… ,0) 是 x 方向 的 单位 向 量 . 则 
存在 开 集 Qo e 9, 使 得 


并 J 天 [ne(z + hes —y) — ne(z —w)l u(y)dy 
= [Fhet hes = ne(e = udy. 
ln, 
因为 在 5 上 


ee+he 一 本 加 (一 袁 = Dao- 
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一 致 成立, 所 以 Deu 存在 , 并且 
De = [Derle wiy = {Dore wy. 
对 于 任意 多 重 指标 8, 同 理 可 证 Deue(z) 存在 , 并 且 
Do 四 = 人 Don-whuonday 
8 
(2) 根据 Lebesgue 微分 定理 (定理 A.1), 对 几乎 所 有 的 ze Q, 有 
了 2 0152) 
对 于 这 样 的 点 二 当 = _ 0+ 时 ， 
pen) un) = | 人 we-walal 
aes) 
1 Ty 
RG 
< cf, ,Wu 0 
Be(#) 


(3) 假设 we C(Q)， 对 于 任意 给 定 的 no € 9 取 开 集 W 使 得 
po eW en. 因为 w 在 琴 上 一 致 连续 , 所 以 式 (1.5.2) 关于 ze Tio 
一 致 成 立 . 因此 ,we 一 u 在 io。 上 一 致 成 立 . 

(4) 假设 1<p< coue 区 (0). 取 fo EW en. 先 证 当 e>0 
适当 小 时 ， 


ulino < Ilulew- (1.5.3) 
事实 上 , 对 于 ze mo, 


eol = | / ely 


a 
< ( mle wu) ( /we- whey) 
Be(z) Befz) 


up 
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因为 /wz 一 9dy = 所 以 当 = 适 当 小 时 ， 
Be(z) 


A rE 
/wera < ( he we 四) lz 


< fp ( 人 并 new) gy 
= | Pay. 
A 


不 等 式 (1.5.3) 成 立 . 
定 Qo e W e 0,5 > 0, 并 取 vue C(W) 使 得 |u-vlpw <5. 利 
用 式 (1.5.3) 得 


一 was < lu — wll, + lv — vllpno + lv — ullp,no 
< 2lo — ullpw + lo” — vlp,no 
< 25+ lv — vpno: 
由 于 光一 在 本 上 一 致 成立, 因此 lim, le -lnoo < 25. 


现在 证 明 性 质 (5). 设 es < 5/4. 由 性 质 (1) 知 wr e Cx(9e). 先 证 
刀 E Cge(0.). 事实 上 , 按照 定义 我 们 有 


wz) 本 人 rz 一 切 utyjdy， x ENe. (1.5.4) 


le- 时 

假设 re me 并 且 dist(z,69) < 5/2. 对 于 满足 lz -yj < 的 y, 由 
dist(y, 00) < |z — y| + dist(z, 00) < 3514 

知 , yg spt{u}. 从 而 由 式 (1.5.4) 知 , us(z) = 0. 这 说 明 spt{w<} c ne. 

再 把 w 零 延 拓 到 9, 那么 us < CF (9). 


最 后 证 明 性 质 (6)， 对 任 给 的 5 > 0, 因为 we LP(R*), 故 存在 
m 六 1 使 得 


faar<s [ohares 
Fe a 
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其 中 , 4 外 = Rn {lz|> m}, 4 入 = R53 n {lz| > 2m}. 同 于 (4) 的 证 
明 可 知 , 当 = > 0 适当 小 时 ， 
由 区 lusrdz < J 和 lulrdzr < 6. 
由 结论 (4) 又 知 , 在 LP(R3, \ 4 由) 中 u 一 于 是 
人 at 人 he uar 
< ee lu — ulPdz 
+277! (/s part [», ran) 
< 225 十 记 Wal -pda 
由 此 得 lim lu 一 ullpas。< 25Y?. 证 毕 . 
注 1.5.1 (1) 如 果 有 界 ,把 LP(Q) 中 的 函数 u 零 廷 拓 到 0 的 
外 部 后 仍 记 为 u. 取 一 个 紧 包 含 2 的 开 集 Qi, 那么 u E LP(Di)， 由 定 
理 1.5.1 的 (1) 知 , ue E C~( 人 ); 再 由 定理 1.5.1 的 (4) 知 , 在 FP(D) 中 


Wt 


(2) 从 定理 1.5.1 的 (4) 的 证 明 过 程 可 以 看 出 : 如 果 ue LP(0) 并 
且 sptfuj em 那么 当 0<e 1 时 ,有 lelanslialan 
定理 1.5.2 设 n 非 空 , 紧 集 KK CQ, 则 存在 ECFF(), 使 得 在 
KL 上 $=1. 
证 明 ” 取 开 集 UU 使 得 KcU 并且 可 CQ. 令 xw 为 集合 U 的 
特征 函数 ， 
e= Smin {dist(K, 80), dist(U, 90)}. 
容易 验证 函数 
ol =x6(®) = | rr -vay 
la, 
满足 定理 的 要 求 . 证 毕 . 
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1.6 空间 Z(O) 的 紧 性 


在 1.3.4 节 我 们 已 经 知道 , 当 1 < p < oo 时 ，IP(O) 是 自 反 的 
Banach 空间 ， 因 此 , I?(9) 中 的 集合 天 是 准 弱 紧 ( 弱 紧 ) 的 当 且 仅 
当 K 是 有 界 的 (有 界 弱 闭 的 ) 下 面 , 我 们 讨论 空间 LP(9) 的 紧 性 ( 强 
紧 性 ). 

在 泛 函 分 析 中 我 们 已 经 知道 , Banach 空间 中 的 准 紧 集 一 定 是 有 界 
的 . 因此 , 我 们 只 讨论 LP(9) 中 的 有 界 集 . 约定 : 把 I?(9) 中 的 函数 零 
延 拓 到 9 的 外 部 之 后 , 仍 记 为 它 自身 


定理 1.6.1 假设 1< p< oo, 那么 有 界 集 K C LP() 是 准 紧 的 当 
且 仅 当 

(1) 集合 上 是 一 致 整体 连续 的 , 即 对 于 任意 的 < > 0, 存在 5 > 0， 
使 得 当 |h| <5 时 , 有 


A lu(z +h) — ulz)Pdr < er, Yue K; (L6.D) 
a 
(2) 对 于 任意 的 = > 0, 存在 闭 子 集 G € Qu 使 得 


人 lupdz < en, Yuek. (1.6.2) 
ne 


证 明 ”只 要 对 9 = R" 的 特殊 情形 证 明 本 定理 即 可 . 这 是 因为 , 车 
把 P(O) 中 的 函数 零 延 拓 到 9 的 外 部 , 那么 L?(9) 可 以 看 成 LP(R") 
的 子 空间 , K 也 可 以 看 成 LP(R") 中 的 有 界 集 . 

第 一 步 : 证 明 必 要 性 ， 假 设 集合 K 在 LI7(R") 中 是 准 紧 的 ， 那 
么 对 于 任意 给 定 的 。 > 0, 集合 K 在 IP(R") 中 有 一 个 有 限 a/6- 网 
(定理 A.8)， 又 因为 Co(R") 在 LP(R") 中 稠密 (定理 1.3.9), 所 以 存 
在 有 限 集 5 C Co(R"), 使 得 对 于 每 个 ve K, 都 存在 和 e S 满足 
上 hu 一 ullpan < s/3. 由 于 5 是 有 限 集 , 故 存在 R > 0, 使 得 


spt{$} C Br= {zeRn:lzl<R voes. 


1.6 空间 LP(9) 的 紧 性 


取 G = 巨 p, 就 得 到 不 等 式 (1.6.2). 此 外 , 对 于 任何 固定 的 be 3 和 
he R", 函数 /(z) = lz + 月 一 %(z) 一 致 连 续 , 并 且 当 |h| < 1 时 , 在 
互 a+ 的 外 部 f(z) = 0. 因为 5 是 有 限 集 , 所 以 


二 lo(z+A) — olz)lPdr =0 (1.6.3) 


关于 ge 5 一 致 成 立 . 
记 un(z) = ulz+ 月 . 对 于 ue K, 车 be S 满 足 lu-dglnao < e/3， 
则 | -入 ls" < e/3. 由 极限 (1.6.3) 知 , 当 |h| 适当 小 时 ， 


上 hillpms < lu Gone t+ los —Gulpn" tllu—Gulpn" < Yue 天 


因此 , 不 等 式 (1.6.1) 成 立 . 

第 二 步 ; 证 明 友 分 性 给 定 。 > 0, 选取 闭 集 G € R", 使 得 不 等 
式 (1.6.2) 成 立 . 对 于 任意 的 ue LP(R") 以 及 任意 的 常数 o> 0, 由 式 
(1.5.1) 定义 的 Jou e C~(R"), 当然 有 Jou € C™(G). 

我 们 把 证 明 分 解 成 几 个 引 理 . 


引 理 1.6.1 假设 定理 1.6.1 的 条 件 (1) 和 (2) 成 立 , 那么 
加 ov 一 wma =0 关于 WuEK 一 致 成 立 . (1.6.4) 


证 明 ”对 于 给 定 的 + > 0, 由 条 件 (1) 知 , 存在 5 > 0 使 得 当 
人 <5 时 ， 


jl 一 usan <7, VuekK. 
因此 , 当 o < 5 时 ， 
sup lu* —ullpa" <7, VueK. (1.6.5) 
neB, 
对 于 pe Co(R"), 利用 Hilder 不 等 式 知 
Nelz) -ola)P =| 人 (Woz —y) — ajayl 


< [ree) -stopPay 
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由 此 得 
729 — Slpa" < sup IG* — tllpa". (1.6.6) 
ne 
对 于 任意 给 定 的 ue K, 由 定理 1.3.9, 存在 {9%} 站 ,Cc Co(R"), 使 
得 ||6; 一 ullpa" 一 * 0. 同 于 不 等 式 (1.5.3) 的 证 明 可 证 : 
N505 — Joullpa" < 9; 一 ww- 
再 利用 不 等 式 (1.6.6) 得 
ou — ulpre = ou — Jogj + 78 — 9 + 95 — ullpn" 
< 2l6s — ullpan + sup | — billpm". 
neB, 
又 因为 
| 一 Bpm" < le? — whllpms + lu — whom + le — Byllpne, 
上 徐 一 吉 肥 ge = 人 Wi(r+ 有 同一 wz+ 用 dz 
= 16 — wlan, 
所 以 
Wow — wp" < 4lgs — ullomn + sup lu 一 pm 
由 于 lb 一 ullna" 一 0, 故 存在 充分 大 的 和 ,使 得 当 了 > 加 时 ,14 一 


划 lwar < 7. 再 由 式 (1.6.5) 知 , 当 o < 5 时 , ||Jou 一 ullpan < 57. 因为 
4 的 选取 与 u 无 关 , 所 以 事实 (1.6.4) 成 立 . 证 毕 . 


引 理 1.6.2 假设 定理 1.6.1 的 条 件 (1) 和 (2) 成 立 , 那么 函数 集 
{Jou:uEK} 在 G 上 满足 Arzela-Ascoli 定理 (定理 A.5) 的 条 件 , 从 
而 是 C(G) 中 的 准 紧 集 . 


证 明 ”根据 事实 (1.6.4), 固定 o> 0 充分 小 , 则 有 


,Vuek. (1.6.7) 


一 ug 
hu uPdr < sx 


1.6 空间 IF(p) 的 紧 性 


利用 Halder 不 等 式 得 


Wun) = | [mle wuts 


< (fe-vw)” ( [we -wray)” 


OR 


坟 
< (sp ml®)) ela. 


因为 o 是 固定 的 , 所 以 sup mo(#) 有 界 . 又 因为 K 是 LP(R") 中 的 有 
界 集 , 故 Jou(z) 关于 z Ee R" 和 we K 一 致 有 界 . 类 似 地 可 以 得 到 


ww 、 
[ade + uo) < (sap m0) he una, 


由 于 o 是 固定 的 , 由 条 件 (1) 和 上 面 的 不 等 式 便 可 推 知 , 函数 集 {Jou : 
u E KK} 等 度 连续 . 因此 , 集合 {Joulc : ue KR} 是 C(G) 中 的 准 紧 集 . 
证 毕 . 


继续 定理 1.6.1 的 充分 性 证 明 ”由 引 理 1.6.2, 集合 {Joulc :ve 
天 } 是 C(G) 中 的 准 紧 集 , 故 对 于 任意 给 定 的 = > 0, 它 在 C(G) 中 有 
一 个 有 限 =- 网 . 

选取 p1,… ,pm < C(G), 使 得 对 每 个 ue K, 存在 一 个 j : 1 < 
了 < m 满足 


mx 人- Jud) < go (1.6.8) 
把 py 零 延 拓 到 G 的 外 部 之 后 记 为 高 , 那么 而 ,Fn E LP(R") 


选取 (1.6.2) 式 中 的 ep 为 ez/3, 从 式 (1.6.2), 式 (1.6.7) 及 式 (1.6.8) 
推 得 
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LBpar= [hPart [he-BhPar 
局 a 


p 
< +2 尖 (lu Joup + lou— Bl)de 


EA 加 
bi (ol) 


=e?. 


这 说 明 , {两 ,…… ,Pm} 是 天 在 LP(R") 中 的 一 个 有 限 e- 网 , 因而 K 在 
4P(R") 中 是 准 紧 的 (定理 A.8). 定理 1.6.1 得 证 . 


定理 1.6.2 假定 1 <P < co, 全 合 开 C DP(D). 又 设 存在 一 个 具 
有 下 列 性 质 的 只 的 开 于 集 序列 【Dj 

(1) 对 每 个 my 天 中 的 函数 限制 在 0m 上 构成 的 集合 是 LP(Qm) 
中 的 准 紧 集 ; 

(2) 对 于 任意 的 = > 0, 存在 m, 使 得 


/ lupdr <s, Vuek. 
nm- 


那么 天 是 LIP(D) 中 的 准 紧 集 . 


证 明 ”假设 {uw} 是 K 中 的 一 个 序列 根据 条 件 (1), 存在 {wy} 
的 子 列 {uw 站 }, 它 在 Qi 上 的 限制 {wu 由 Im,} 在 77(91) 中 收敛， 同 理 ， 
存在 fu 多 } 的 子 序列 fu 名)} 它 在 Da 上 的 限制 {u 由 ln,} 在 L7(0) 
中 收敛 . 一 旦 {ww 四 }, fa 加 } ,fa 和 9} 取 定 之 后 , 可 以 取 fa 人 9} 的 子 
序列 {uh+D}, 它 在 Dis 上 的 限制 {uf+ 了 a,,,} 在 (ou+y) 中 收 全 

记 韦 =,j=1,2,…, 那么 { 包 } 是 {w} 的 一 个 子 列 . 由 条 件 
(2) 知 , 对 于 任意 给 定 的 = > 0, 存在 m, 使 得 


/ Im—whPas<e/2, Vij=12.. (1.6.9) 
nn 


因为 当 j > m 时 , wy fu 人] 所 以 {wlos} 是 2P(Qm) 中 的 一 个 


1.7 ”截断 与 分 解 


.37 


Cauchy 列 . 于 是 当 ip 适当 大 时 ， 
人 lo — waz < e/2. 
A 


该 式 结合 (1.6.9) 式 说 明 , {wy} 是 Zz(O) 中 的 一 个 Cauchy 列 , 故 在 
LP(9) 中 收敛 因此 K 是 [7(9) 中 的 准 紧 集 . 证 毕 . 


1.7 截断 与 分 解 


研究 函数 性 质 (尤其 是 偏 微分 方程 的 解 ) 的 一 个 重要 方法 是 把 问 
题 局 部 化 , 即 在 一 点 的 邻 域内 来 讨论 . 截断 函数 是 把 问题 局 部 化 的 一 个 
重要 手段 , 它 既 能 有 效 地 保留 原 问题 的 局 部 性 质 , 又 能 避免 邻 域外 各 种 
因素 的 影响 . 

车 69 适当 光滑 , no se Q. 记 d = 4dist(Qo,00). 用 xow(z) 表示 
集合 sa 的 特征 函数 , 并 考虑 xnus(z) 的 磨 光 琴 数 

《(z) = Ja(Xnae(z)) 
易 见 , 并 且 在 Qo 内 5(z) = 1 
CecF(m), og¢<1, IDel < c/a, 
其 中 常数 C 仅 依赖 于 9. 如 无 特别 说 明 , 总 认为 在 9 外 < 三 0. 具有 
上 述 性 质 的 函数 5 称 为 9 上 相对 于 子 集 9 的 截断 函数 (截断 因子 ). 
对 于 定义 在 9 内 的 函数 u, 车 用 Cu 代替 u, 那么 在 9o 上 Cu = uw 在 
an 附近 以 及 9 的 外 部 Cu = 0. 

最 常用 的 是 球 的 情形 ; 9 = Br(zo). 设 0<p< RC 是 Br(z0) 上 
按 上 述 方式 得 到 的 相对 于 Bo(zo) 的 截断 函数 . 那么 5 除了 具有 上 述 
性 质 外 , 还 有 

C 
lp < Fm 区 Si [Pde < Her 


对 任意 的 多 重 指标 8 和 任意 a e (0, 1) 都 成 立 , 其 中 C 是 与 明 和 p 无 
关 的 绝对 常数 . 
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把 问题 局 部 化 以 后 , 往往 还 需要 把 局 部 结果 整合 而 得 到 整体 结果 . 
单位 分 解 就 是 整合 局 部 到 整体 的 一 个 重要 方法 . 下面 的 三 个 定理 都 称 
为 单位 分 解 定理 . 

定理 1.7.1 假设 人 是 R" 中 的 紧 集 , U1,… ,Um 是 的 一 个 开 
覆盖 ,那么 存在 Gi < CBe(Ui)， 使 得 

(DogG() < YreU, i=1,...,m; 

(2) EG) =1, Yren. 

称 C1,… ,Cm 为 8 的 从 属于 开 禾 盖 Di … ,Um 的 一 个 有 限 Cee- 单 位 
分 解 . 


证 明 ”因为 开 集 太 覆盖 闭 集 Q\ Us Ui, 所 以 
=aist(0U, 0\ UW) >0. 
ba 
把 忆 缩小 为 
Ui =: {zs EU : dist(z,00) > /2}, 

本 , Uo,… ,Um 仍然 构成 2 的 开 材 盖 . 类 似 地 , 逐个 缩小 必 ，… 
为 四,… ,0% 那么 态 , 碟 ,… ,US 还 构成 9 的 开 烤 盖 . 

由 定理 1.5.2 知 , 存在 内 < CF(U), 在 DU 上 =1. 记 jlz) = 
ui(z), 那么 


Um 


Gl(z) = $a, i=L mm 


即 为 所 要 的 单位 分 解 . 证 毕 . 

定理 1.7.2 设 呈 是 RR" 中 的 集合 ,Y 是 人 的 一 个 开 媳 盖 , 即 氏 
是 由 R" 中 的 一 组 开 集 构成 的 开 集 族 , 并 且 0 C Uucw U， 那么 存在 
CS (R") 中 的 一 个 函 教 族 并 (至 多 是 可 数 集 ), 具有 下 列 性 质 : 

(1) 对 于 任意 的 Ce 于 和 zeER", 有 0<C(r)<1; 

(2) 对 每 个 Ce 并 , 都 存在 Ue 多 ,使 得 spt{C} c Di 
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(3) Tr (sn)=1, Vren; 
(4) 对 9 的 任意 紧 子 集 8Y, 函数 族 末 中 至 多 有 有 限 多 个 C 在 位 
上 不 恒 为 零 

称 函 数 族 为 8 的 从 属于 开 狼 盖 多 的 一 个 Ce- 单位 分 解 . 

证 明 ” 先 考虑 9 是 紧 集 的 情况 。 利用 有 限 覆 盖 定 理 知 , 存在 
号,… ,Uk E 久 , 使 得 9 c Uk Ui. 由 定理 1.7.1 知 结论 成 立 . 

再 考虑 Q 是 开 集 的 情况 . 对 于 集合 4, 分 别 用 4 和 A 表示 4 
的 内 部 和 余 集 . 对 于 正 整数 上 定义 


= {rs EQN: |r) gk, dist(z,00) > 1/k}, ne=4k\42 


其 中 4o = 由 这 里 , 开始 的 几 个 kx 可 能 是 空 集 , 但 是 不 影响 讨论 . 显 
然 , nx 是 紧 集 并 且 9 = UP ex 定义 开 集 族 


n=%={UNA: Veg}, 
R= {UNARNAL: UEN)}, k>3. 


那么 闷 是 紧 集 Qu 的 开 覆 盖 , 利用 上 一 步 的 结论 知 , 存在 fx 的 一 个 
从 属于 开 覆 盖 欢 的 有 限 C™- 单 位 分 解 志 k、 显然 , 对 于 9 的 任意 紧 
子 集 90", 只 能 存在 有 限 多 个 使 得 2 与 和 中 的 元 素 (集合 ) 相交 . 
又 因为 本。 是 有 限 单 位 分 解 , 所 以 在 每 一 点 x < 9 处 , 和 式 o(z) = 
Z 人 E， 江 wes, elz) 只 包含 有 限 多 个 非 零 项 , 而 且 对 于 任何 z & 9, 有 
ofz) > 0. 容易 验证 , 丽 数 族 
工 -{ 绰 ez]} 

具有 定理 的 4 个 性 质 . 注意 到 Zx 是 有 限 集 , 故 并 至 多 是 可 数 集 . 

最 后 考虑 人 是 任意 集合 的 情况 . 由 于 Qc B:=Uvew U, 而 8 是 
开 集 , 所 以 对 BB 做 出 的 单位 分 解 同样 也 是 对 9 做 出 的 单位 分 解 . 证 毕 . 

定理 1.7.3 假设 Q 是 R" 中 的 集合 , {大 }， 是 9 的 一 个 开打 
盖 , 那么 存在 GE C 字 (Ui), 使 得 

(OC) SY, VreU, i=1,2,.; 
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(2) TE Ci(z) =1, Yren; 
(3) 对 任意 的 zo < ,存在 zo 的 一 个 邻 域 B.(z0), 使 得 【Cj 2， 
中 只 有 有 限 个 Gi 在 Be(zo) 中 不 恒 为 零 
称 {6} 忆 , 为 的 从 属于 开 禾 益 {Ui} 忆 ,的 一 个 Cm- 单 位 分 解 . 
证 明 ” 取 {ww} 必 ， 是 由 定理 1.7.2 得 到 的 9 的 从 属于 开 覆盖 
{ 栈 } 忆 ,的 C=- 单 位 分 解 . 当 Wr 关 0 时 , 由 sptfwk} c Ui 确定 了 一 
个 多 值 映射 
了 :大 一 让. 
对 于 任意 的 i 定义 
了 wr(z)， 若 存在 上 使 得 /(k) = 
Gn) = = 
0, 若 不 存在 人 使 得 f(k) = i 


从 定理 1.7.2 的 证 明 可 以 看 出 , 对 于 任意 的 ze 9, 和 式 村 jo Vr(z) 
中 只 包含 有 限 多 个 非 零 项 . 因此 , Gi(z) 有 定义 : 容易 验证 {4}, 满足 
所 要 的 条 件 . 证 毕 . 

这 里 强调 一 下 上 面 的 3 个 单位 分 解 定理 的 差别 . 在 第 一 个 定理 中 ， 
因为 是 紧 集 , 所 以 是 有 限 覆 盖 , 分 解 也 是 有 限 单位 分 解 ， 在 第 二 个 
定理 中 , 单位 分 解 中 的 函数 与 材 盖 中 的 开 集 之 间 没 有 明确 的 对 应 关系 
因而 不 方便 应 用 , 第 三 个 定理 克服 了 这 一 缺陷 . 


1.8 弱 导 数 


弱 导数 是 分 析 学 中 的 一 个 重要 概念 , 也 是 研究 偏 微分 方程 弱 解 的 
基础 , 它 是 古典 导数 的 一 个 自然 推广 . 

设 Q 是 R" 中 的 一 个 开 集 给 定 ve C1'(m), 对 于 任意 的 $ < 
Cie(9), 我 们 知道 


his =— | Paoas, je 
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a 


一 般 而 言 , 设 上 是 正 整数 , ve C*(0),a 是 满足 la| = 上 的 多 重 指标 . 对 
于 任意 的 $e CF(Q), 有 

人/ uDepdr= cpaf Dreugdz. 

jn 向 


这 就 启发 我 们 给 出 下 面 的 定义 - 
定义 1.8.1 设 WvE 有。(D),a 是 多 重 指标 . 称 U 是 以 的 a 阶 弱 
导数 , 记 为 u= Dou, 如果 
人/ uDeddz = Co 人 vodz, veeCP(D). 
jn jn 


有 时 又 称 在 弹 的 意义 下 u= Deu 
假设 让 是 一 个 正 整数 . 如 果 对 于 任何 长 度 不 超过 大 的 多 重 指标 a， 
的 a 阶 弱 导数 都 存在 , 则 称 v 有 大 阶 红 导数 . 


容易 证 明 , 当 u 的 a 阶 古典 导数 存在 时 , 它 的 a 阶 弱 导 数 也 存在 
并 且 与 古典 导数 相同 , 以 后 , 我 们 所 写 的 Deuw, 都 是 u 的 a 阶 弱 导数 . 


定理 1.8.1 ( 弱 导数 的 瞧 一 性 ) 如 果 u 的 a 阶 红 导数 存在 , 那么 
在 零 测 集 的 意义 下 一 定 唯一 . 


证 明 ”假设 wre [ibe(9) 都 是 4 的 a 阶 弱 导数 ,那么 
_1)Ilal =(-1)l® bz 
(CD ‘fwar=( 1)' Lao v $e cP). 
于 是 
/tw-noar=0, voecr(o). 
由 此 知 ,v = 在 9 上 几乎 处 处 成 立 . 证 毕 . 
例 1.8.1 设 n=1,9= (0,2), 考 察 函 数 


z, 0<r<1, 
uz) = 
1，1<z<2. 
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定义 
1 0<z<l 
efz) = 
0 1<z<2. 


那么 , 在 弱 的 意义 下 w =v. 事实 上 , 对 于 任意 的 be Cge(Q), 有 


[wa = [art var 


1 
人 Gdr+0(1) — $1) = 


例 1.8.2 设 n=1,9=(0,2), 丙 数 
z, 0<z<li 
ulz) = 
2，1<z<2. 


那么 , 在 弱 的 意义 下 w 不 存在 . 反 证 , 如 果 存 在 ve 碎 (D), 使 得 


oa- - [vas voe Cr(n), 


1 
sart2f war 
= [so (18.1) 
取 一 个 在 9 内 有 紧 支 集 目 满足 
0g Gm <1, bm(l)=1, bn(z)—0, Vr#1 
的 光滑 函数 列 {6m}. 在 式 (1.8.1) 中 用 wm 代替 6, 并 令 m 一 , oo 得 
1 hon() = shin (vonte = {ons) =0, 


这 是 一 个 矛盾 . 证 毕 . 
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定理 1.8.2 设 1<p< oo,ue 1P(0). 又 设 存在 函数 列 {uj} 满 
是 四 ,Du E 1P(Q) 以 及 

(1) 对 任何 $e CP(D)， 有 jm | wour = | wuss 

(2) 存在 正常 数 C, 使 得 Dujllp.n < C, Vj， 
那么 u 在 Q 内 存在 一 阶 弱 导数 Du, 并且 Du€ LI?(9), |Dullp.n < C. 


证 明 ”由 (2) 知 , 存在 {Duj} 的 子 列 , 仍 记 为 它 自身 , 以 及 ve 
LP(9), 在 IP(9) 中 Du 一 v, 并 且 llno < C， 当 然 , 对 于 任何 
geCF(n), 有 


和 a 人 4Dudz = . Godz. 
由 弱 导 数 的 定义 又 知 ， 


/spwar= -人 wpoar 
利用 上 面 的 两 个 等 式 以 及 条 件 (1) 可 得 
oar = 人 uDddr. 


故 v= Du e Z(O), 并 且 llDullpn < C. 证 毕 . 


定理 1.8.3 设 e 和 月 是 两 个 多 重 指标 . 如 果 Do+Bu 存在 ,那么 
DE(Deu) 和 De(Dpu) 存在 , 并 且 


De(Deu) = De(Dau) = De+pu. 
证 明 ”对 于 任意 的 $e CP(9), 显然 有 D36 e CP(D) 并 且 

人 prupesr = CD /peresdr 

jn ln 
= (_1)lol(_1)le+al + 有 
CoD 人 pereuedr 

人 CO 人 DeYeuddz. 

jn 


故 D3(Dew) 存在 并 且 等 于 De+su. 证 毕 . 
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定理 1.8.4 假设 wu 具有 大 阶 弱 导数 , CE CF( 人 0), 那么 函数 Cu 
也 有 大 阶梯 导 教 , 并 且 对 于 任何 长 度 不 超过 上 的 多 重 指标 a, Leibniz 
公式 


i a yo 一 有 
De(cw) -E09? 站 (1.8.2) 
成 羡 ,其中 国 二 mr 
证 明 ”用 归纳 法 . 当 |a| = 1 时 , 对 于 任意 $e Cge(Q), 有 
人 Cupeydz = (uD?(60) — upD°)dr 
ja jn 
吕 汉 A (CDru + uDoC) Gdz. 


因此 , De (Cu) = CDeu + uDeC. 
设 1 < 上 并 且 定理 的 结论 对 所 有 满足 |a| < ! 的 多 重 指标 a 及 函 
数 5e CFP(9) 都 成 立 . 取 多 重 指标 a, 满足 la| = !+ 1. 则 存在 多 重 指 
标 B 和 ,满足 
Il=4 hl=1, a=p+7. 


于 是 , 对 任意 的 %e CP(), 由 归纳 假设 得 
人 CuDrpdr = yl CuDe(Drgjdz 
J jn 
= (DM B -0 
(-y) EO uD'@dr 
= (P+hl A 0, 
Cpem{ BP odr 
= (-1)°l A - 0, 
(CD [EP Pu+ D°CD® -eu]pdz, 


这 里 p=o+7Y. 利用 


我 们 有 
BO Borer 


SP 
= ( 有 ) pepeut oDrut 全 (OL 
TSA<a Pp TSo< 有 2 


月 re 
a (3,) ep mtrupeteprut (9) Dep 到 


TSPS 


=uD"+6D"ut 入 GS) + (@)] Eton 


1 
= (Deu+uDpeg+ 开 (0) pcp 


Top 
a 三 (9) DerCDe-ou 
因此 


hcuprour i CO/ (peorear 


br 


定理 得 证 . 


习题 


在 本 章 的 习题 中 , 除非 特别 声明 我 们 总 假设 29 适当 光滑 - 
1.1 证 明 带 e 的 Young 不 等 式 (1.2.2). 
1.2 设 上 是 非 负 整数 , 0 < a < 1. 证 明 Ce” (DT) 是 Banach 空间 . 


1.3 对 于 开 集 U € 9, 证 明 存 在 光滑 函数 5, 使 得 在 U 上 《5 三 1, 在 89 附近 
《三 0 (提示 ; 取 一 个 开 集 V, 使 得 UE V e 9, 把 函数 xv 磨 光 ). 
1.4 假设 0 < a < 8 < Due Co3( 可 . 证 明 内 插 不 等 式 : 


huls < 国 &-aya-ald-eyo-a). 


1.5 证 明定 理 1.4.1. 
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1.6 设 只 是 包含 原点 的 区 域 , K 是 正 整数 , a 是 实数 . 试 证 明 : 当 玉 +a < 时， 
对 于 任意 长 度 不 超过 k 的 多 重 指标 B, 函数 jz|" 在 9 内 有 6 阶 弱 导数 

1.7 设 耻 是 一 个 区 域 . 证 明 we Co+(D) 当 且 仅 当 wu 在 9 内 有 一 阶 弱 导数 并 
且 一 阶 弱 导数 是 局 部 有 界 的 


第 二 章 “各 向 同性 的 整 指数 Sobolev 
空间 


本 章 系统 介绍 各 向 同性 的 整 指数 (整数 阶 ) Sobolev 空间 的 基本 理 
论 , 它 是 Sobolev 空间 理论 的 最 基本 部 分 . 学 完 本 章 , 读者 就 可 以 了 解 
该 理论 的 基本 思想 和 方法 .为 了 便于 讲授 和 学 习 , 在 不 影响 其 基本 思 
想 的 前 提 下 , 我 们 只 对 “适当 好 ”的 开 集 (边界 有 适当 的 光滑 性 , 有 时 
还 要 求 是 有 界 的 , 甚至 要 求 是 有 界 区 域 ) 的 情况 , 给 出 每 个 定理 的 严格 
证 明 . 对 于 一 般 情 况 以 及 嵌入 定理 的 反例 , 单独 作为 一 节 (2.13 节 ), 只 
列 出 主要 结果 而 省 略 了 证 明 过 程 . 


2.1 定义 和 初等 性 质 


一 个 没有 古典 导数 的 函数 可 能 有 弱 导数 , 甚至 其 弱 导 数 还 会 具有 
某 种 可 积 性 具有 弱 导 数 并 且 其 弱 导 数 还 有 某 种 可 积 性 的 函数 , 是 整 
指数 Sobolev 空间 的 基本 元 素 . 微分 方程 的 弱 解 , 就 是 弱 导 数 存在 且 有 
某 种 可 积 性 的 解 , 也 是 某 个 Sobolev 空间 中 的 元 素 - 

如 无 特别 说 明 , 本 节 总 假设 1 < p < oo, 是 正 整数 


区 
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为 了 书写 简便 , 我 们 先 给 一 个 记号 上 的 约定 : 对 于 正 整数 m 和 
1<p<oo, 记 Dmu={Deu:Il=m}, 


lp™ul = (E mo 和 lpnula= (zE wr) 汉 


JaI=m 


定义 2.1.1 定义 


WE(9) = {u:Y |B| < D3wu 存在 并 且 属于 LP( 人 0)}， 


yp 
( Ionwga] ,1gp<o, 


mek 


1 


ullwxe 
DesssuplD™ul, p=. 
mek S$ 

易 证 ,‖ wtm) 是 WE(Q) 上 的 范 数 . 通常 简 记 pa = ‖ lwytm: 
当 9 固定 时 ,又 莘 记 -|p 一 下 wy 

当 p=2 时 , 记 W$(9) = H*(Q). 

定理 2.1.1 同 巴 范 数 ‖ .ipa 的 空间 WA(D) 是 一 个 Banach 
空间 


证 明 ”只 证 完备 性 . 设 {um}”_, 是 WA(O) 中 的 一 个 Cauchy 列 . 


ml 
对 于 任何 满足 |8| < k 的 多 重 指标 5, 序列 {DPum}_, 是 LP(9) 中 
的 Cauchy 列 . 于 是 存在 函数 wup < Z(9), 使 得 在 IP(9) 中 


am — th Dfum — ug. 
因此 , 对 于 任意 的 ge CF(0)， 


人 Deddr = lim, 类 amDaddz 


上 


lim (D9 {oprumas 
me 内 


CD [ voor, 
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故 D3u = ug € IP(9). 从 而 we We(), 并 且 在 LP(9) 中 D3um 一 
DBu. 因此 , 在 WA(O) 中 wm 一 二 证 毕 . 

车 在 H*(Q) 中 定义 

(umam= 工 / Dou. Davdz, uve H*(N), 
Ialsk 9 

那么 (wv) etm) 是 空间 H*(9) 中 的 内 积 ,|x(m) 是 由 内 积 (w wjarto 
导出 的 范 数 , H*(Q) 是 内 积 空间 . 

定义 

Wheelo) = {u: ue We(Qo), Y Oo € Q}. 

称 um 在 Wkioc(Q) 中 收敛 于 u, 是 指 


dim, llum — ullsp,ne =0, Y No € A. 


空间 CP(9) 在 W&(D) 中 的 完备 化 记 为 序 $(Q). 易 证 部 $(9) 是 
Banach 空间 , 通常 又 把 序 #(Q) 写成 大 (0). 

按照 定义 ,ve 序 $(Q) 当 且 仅 当 存在 we CP(O), 在 WA(O) 中 
ww 一 因此 , 空间 遍 #(D) 也 可 以 “ 硼 略 地 " 理解 为 由 W#(O) 中 
满足 

对 任意 的 |p| <k-1 在 0 上 Du =0 

的 函数 u 构成 的 空间 ( 见 后 面 的 定理 2.4.3). 

通常 把 所 4(0) 的 对 偶 空间 记 为 Wz*(o), 其 中 屎 = p/tp- 1) 是 
了 的 共 思 指 数 . 限于 篇 幅 , 这 里 不 介绍 空间 W7*(O) 的 具体 结构 , 有 兴 
趣 的 读者 可 以 参见 专著 [1] 的 第 三 章 和 [2] 的 第 三 章 . 但 是 在 2.12 节 ， 
我 们 会 给 出 空间 码 (9) 的 对 偶 空间 五 -:(9O) 的 刻画 . 

定理 2.1.2 设 u,ve Wt(0),lal < 

(CD Deu e WSI(O); 

(2) 对 于 任意 的 开 集 Qo CQ 有 ue Wt(9Q0); 

(3) 对 于 任意 的 CE CP(Q), 有 Cu E Wk(R"), 并 且 Leibniz 公式 
(1.8.2) 成 立 
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证 明 (1) 对 于 任意 的 多 重 指标 8: |8| < 上 一 |al, 由 la+B8|= 
四 ++I < 知 , D*+Pw 存在 且 属于 LP(9), 从 而 D5(Dou) 存在 且 等 
于 De+Bwu. 按照 定义 有 , Dru € HZ ID) 

结论 (2) 是 明显 的 . 

现在 证 明 结 论 (3). 因为 5 e COC 这 (Q), 由 公式 (1.8.2) 知 , 对 任何 长 
度 不 超过 k 的 多 重 指标 a, 有 De(Cu) & Z(9)， 又 因为 在 9 的 外 部 
De(cu) = 0 所 以 De(Cu) e IP(R"). 证 毕 . 

下 面 讨论 空间 We(Q) 的 可 分 性 、 一致 凸 性 和 自 反 性 . 

记 mk 是 长 度 不 超过 上 的 所 有 多 重 指标 的 个 数 , 定义 LP(9) 的 
Descartes 积 空间 


pa 1 
a 


在 成 ,(D) 中 ,w= (wm,… ,um,) 的 范 数 定义 为 


wy yp 
(Ero) ， 1<p< oo 


max =， =00. 
1 lull=a p 


由 1.3.4 节 的 结论 知 : 当 1 < p < co 时 , 成,(n) 是 可 分 的 ; 当 1 < p < 
oo 时 , 胡 ,() 是 一 致 凸 的 (当然 是 自 反 的 ). 

把 长 度 不 超过 k 的 所 有 多 重 指标 按照 某 种 方式 顺 次 排列 . 那么 对 
每 一 个 we WHY&(O), 向 量 值 函 数 


Jullzxseo) = 


Pu=(D"u)oclalck 
属于 元 (0). 显然 ， 
W= {Pu:ue We(Q)} 


是 声 ,(9) 的 一 个 子 空间 由 |Pulzs,emy = lullinn 易 知 ,P 是 映 
五 (9) 到 W 的 一 个 等 距 同 构 ， 因 为 WA(Q) 是 完备 的 , 所 以 W 是 
成 。(D) 的 一 个 闭 子 空间 . 再 由 定理 A2 知 , 当 1<p < oo 时 W 是 可 
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.51 


分 的 , 当 1< p< oo 时 W 是 一 致 凸 的 (当然 是 自 反 的 ). 注意 到 呈 是 
一 个 等 距 同 构 , 因而 Wt(Q) = P-!W 也 有 同样 的 性 质 . 这 样 就 得 到 下 
面 的 定理 : 

定理 2.1.3 当 1<p< cc 时 ,WA(D) 是 可 分 的 ; 当 1 < 了 < oo 
时 ,了 WK(Q) 是 一 致 凸 的 ， 从 而 也 是 自 反 的 . 

最 后 , 我 们 讨论 空间 永 #(o) 中 的 等 价 范 数 . 

如 果 R" 中 的 一 个 区 域 位 于 两 个 平行 的 超 平面 之 间 , 则 称 这 样 的 
区 域 具有 有 限 宽度 . 

定理 2.1.4 假设 1 < p < oo. 如果 区 域 Q 具有 有 限 宽度 ,那么 
序 $(Q) 中 的 半 范 数 


ys 
lprullpn = ( 到 io 


Is 
成 为 一 个 范 数 , 并 且 与 通常 的 范 数 ‖. |ip.n 等 价 . 
证 明 不妨 假设 m 位 于 zw = 0 与 mw = d 之 间 ， 对 于 任意 的 
$eCF(n), 有 
lr) =-/ tl tt 
lo 


因此 
y 
ga = 人 电信 ear 
< 人 [as {pnd dat 
加 
和 万 1Delgm 
从 而 


IDolsn < le 了 so = ll + Dolsn < (1+ dr/p) Dl 0. 
对 导数 Dru (lo| < 一 1 连续 地 应 用 上 面 的 不 等 式 便 推出 
TDselao <lleleno<ClDeelan- 
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再 利用 完备 性 可 知 , 上 式 对 于 ue 育 $(Q) 也 成 立 . 证 毕 . 


2.2 逼近 


从 现在 开始 至 本 章 结束 , 如 无 特别 说 明 , 我 们 总 假定 是 正 整 数 ， 
1 < p < co. 回顾 前 面 的 定义 : ne = {zx € Q: dist(z,80) > e}. 


2.2.1 用 光滑 函数 局 部 贤 近 


定理 2.2.1 设 we Wt(Q), 并 记 w = ne*#uEe Cm(e), 那么 当 
一 0+ 时 ,在 空间 Whioe() 中 u 一 以 


证 明 ”首先 证 明 , 对 于 任意 满足 |8| < ‘的 多 重 指标 B 有 
Daue =ne* Du, TENe. (2.2.1) 
事实 上 , 当 z en 时， 
Dus) = D9 [mle wuley 
有 
= | Dene(e =wulay 
Dn N 
CD [ pnte = wu 


注意 到 对 于 任意 固定 的 = e Qe, 函数 6(y) := me(z 一 y) E Cr(), 由 弱 
导数 的 定义 知 


J pom -wway = -19 [nee -Wpruway. 
有 


因此 , 式 (2.2.1) 成 立 . 
任 取 开 集 Qo e Q. 利用 定理 1.5.1 的 结论 (4) 知 , 对 于 任意 满足 
Bl < 上 的 多 重 指标 B, 当 一 0+ 时 , 在 LP(Qo) 中 DPus 一 DBw. 
因此 , 当 一 0+ 时 ， 
lu — ul sn = | Devw 一 Dull go, — 0. 


[Er 


2.2 到 近 


注 2.2.1 假设 we Wk(R?), 那么 对 任意 给 定 的 o> 0, 在 Wk(R?) 
中 必 一 山 这 里 了 ?= {zERn:zn> oj}- 

证 明 ”利用 定理 1.5.1 的 结论 (6) 和 定理 2.2.1 的 证 明 方法 . 细节 
留 作 习 题 . 

下 面 给 出 一 个 应 用 .在 微 积分 中 我 们 已 经 知道 , 如 果 u € C1(O) 
并 且 Du = 0, 那么 u 是 常数 . 下 面 证 明 该 结论 对 于 ve W3}(9) 仍然 
成 立 . 

定理 2.2.2 假设 ue W3(Q). 如 果 Du = 0 在 9 内 几乎 处 处 成 
立 , 那么 在 9 的 任 一 连通 分 支 内 u 几乎 处 处 是 常数 . 

证 明 不妨 认为 9 本 身 就 是 连通 的 .对 于 任意 给 定 的 连通 子 集 
Qo em 利用 式 (2.2.1) 知 , 当 e «1 时 ,在 Qo 内 Due = 0. 因为 ue 连 
续 , 所 以 在 po 内 wr 是 常数 , 记 为 C(e). 利用 


dm IC(e) — ullpne = Bim, lu — ul = 0, 


llCle) — Clea)llinn, < IC(e1) — ullpno + IC(e2) = ullpnos 
得 imee-or IC(e1) Clez)lp.no = 0 故 有 


,imor IC(e) — Clea)| 二 和 


因而 极限 ime -or C(e) = C 存在 , 即 lime or ve = C. 又 因为 we 几乎 
处 处 收敛 于 u, 所 以 u = C 在 fo 内 几乎 处 处 成 立 . 由 fo 的 任意 性 便 
得 结论 . 证 毕 . 
2.2.2 用 光滑 函数 整体 逼近 

定理 2.2.3 对 于 we xs(D), 存在 un e C=(Q)mWA(O), 使 得 
在 空间 Wk(9) 中 um 一 * 

证 明 不妨 认 为 原点 属于 Q. 记 


D;=ANB;, = {zen:dist(z,0D;) > 1/j}, 
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那么 8 = UP 0 再 记 0 = Qi+3\ 矶 + 并 取 开 集 ro e 9 使 得 
Q = UoU. 假设 {G} 是 @ 从 属于 开 萎 盖 {上 } 的 一 个 C™- 单 位 分 
解 (定理 1.7.3), 那么 Gu E WE(0), 并 且 spt{Gu} c U5. 
对 于 任意 固定 的 5 > 0, 取 ej > 0 适当 小 , 使 得 wj := me * (Gju) 

满足 

spt{fw} C Wi "ey 3 j= ,2 

lu — Gullispaws < zr j=0,1,.. 
记 v= 民 ?。 四: 因为 对 任意 开 集 Ue 9, 都 可 找到 ,使 当 j > 加 时 
有 号 nUV = 和 所 以 {ww}>。 中 至 多 有 四， ,w 在 U 中 不 恒 为 零 
因此 we C=(9). 又 因为 u= 并 六 qu 故 对 任 总 的 ven, 


l- whe le- Glon = Glen DE 


3 
此 不 等 式 两 边关 于 Ue 9 取 上 确 界 , 就 得 到 |o 一 ullwstm) < 5. 证 毕 . 
2.2.3 用 整体 光滑 函数 通 近 


定理 2.2.4 如 果 9 有 界 并 且 MI E CNY E 8(D)， 那么 存在 
tm € C™(WD), 在 WE(O) 中 un — 


证 明 第 一 步 因为 99 e C1, 对 于 任意 固定 的 zo E 29, 存在 
r>0 和 Cl 函数 7:R"-: 一 RR, 使 得 


RnBor(ro) = {ze Bar (10) : zn >3tzo Tn)}. 
记 坟 =QnBr(zo), 并 定义 
2° =F+ Men, rEU, o>0, 


其 中 en = (0,… ,0,1). 记 Mf = supgngo,tzo) V1, 并 固定 入 > 1+ M. 
易 证 , 对 于 任意 固定 的 0<o < 1, 存在 Qu e 9, 使 得 z” e Qu 对 所 有 
TEU 成 立 . 


2.2 盘 近 


vi 


定义 函数 uo(z) = ulz") = ulz+ Moen,zeU. 当 0<e<<1 时， 
有 了 贻 =mr*ur EC=( 四 ). 因为 空间 LP(U) 中 的 函数 是 整体 连续 的 , 故 
存在 oj, 使 得 
3 Deu, — Doull, yy < Mi. (2.2.2) 
[ra 
固定 这 个 wj 注意 到 当 z e U 时 , ze Qo € 9, 根据 定理 2.2.1, 存 
在 5 使 得 


2 Dwg — Douo, lw < Wi (2.2.3) 
[ra 


记忆 = 喝 . 利用 


二 lpew- wes ZI2 Dou,, lt pMuo Dou 
[ro 
以 及 不 等 式 (2.2.2) 和 (2.2.3) 知 , 在 Wk(U) 中 书 一 * u. 

第 二 步 因为 09 是 紧 的 , 所 以 存在 有 限 个 (N 个 ) 点 zy € 99, 以 
及 与 之 对 应 的 常数 r > 0, 使 得 9n < UX Bu(zi)， 同上, 记 = 
Qn B,, (zj). 任 取 5 > 0, 由 第 一 步 的 结论 知 , 存在 函数 vw € C™(D;)， 
使 得 


ly 一 wm < 6 


取 开 集 Un e 9, 使 =UXoU, 那么 页 c UoU (UX Bn,(zy)). 利用 
定理 2.2.1 知 , 存在 ww e C~(DUo), 满足 


lwo — ullipwvo < 6 


取 {4} 是 下 从 属于 开 覆 盖 {0n, Bu (zj), j 二 1,… ,NN} 的 一 
个 C~- 单 位 分 解 , 并 定义 = 忱 Gjwy. 显然 有 ve C~(5). 又 因为 
= Co Gu 利用 Leibniz 公式 (1.8.2) 知 , 对 任意 满足 |8| <k 的 多 
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重 指标 8, 有 
y 
lp — Doula < 3 lp s0) ~ DG, 
各 


Ny 
< Coho ulepw, 
er 
< C(N + D5, 
这 里 的 常数 C 由 G (j = 1,… ,入 ) 及 其 导数 (至 多 到 大 阶 ) 的 最 大 模 
确定 . 证 毕 . 
注 2.2.2 因为 Lipschitz 连续 函数 几乎 处 处 可 微 , 并且 其 导数 属 
于 Dr， 所 以 定理 2.2.4 对 于 具有 Lipschitz 连续 边界 的 有 界 开 集 也 
成 立 . 
下 面 讨 论 半 空间 上 的 通 近 . 
定理 2.2.5 如 果 u E WA(RY3)， 那 么 存在 uj E Cm ( 柄 ), 在 
WE(RY) 中 四 一 uw. 这 里 ,有 = {zf ER" :zn >0}. 
证 明 ” 同 于 定理 2.2.4 的 讨论 , 对 于 充分 小 的 o> 0, 考虑 半空 间 
U ={z ER":zn>20}. 当 zE 了 本 时 , 记 z” =z+2oenE Uo. 定 
义 函数 uo(z) = u(z”) = u(z 十 和 oen),z Ee 本 9. 显而易见 , 当 0 <e <1 
时 ,有 ws = ne * uo E C™(). 
记 
n= Rs {ll < m}, 45, =R3 Nl) > m}. 
因为 we e WE(R), 同 于 定理 1.5.1 的 性 质 (6) 的 证 明 , 对 于 任意 固 
定 的 5> 0, 存在 m 交 1 使 得 
有 (Dew+|Deuo 门 dz<5 VI gk. (2.2.4) 
同 于 定理 1.5.1 的 性 质 (4) 的 证 明 , 当 = > 0 适当 小 时 ， 
2 jn p 
J In * Deuo|rdz < 人 |Deuo|rdz < 6 (2.2.5) 


2.2 逼近 
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因为 当 re 本 时 , z” e U。, 同 于 定理 2.2.1 的 证 明 , 当 0 <= << 1 时 ， 
对 于 任意 满足 |8| < 大 的 多 重 指标 8, 有 

Dau5 = ne * Dus, TE RS. (2.2.6) 
于 是 由 式 (2.2.4) ~ (2.2.6) 得 

ED" 人 peus-Deurant 人 pos-oop 
< 由 |Dau - DSulrdr +276, YIP Sk 
An 
对 于 上 式 右 端的 第 一 项 , 因为 当 z e 有 时 , xz? e U。, 同 于 定理 2.2.4 
的 证 明 可 证 , 存在 o; 和 sj, 使 得 
起 本 一 Deulrdz=0，vYIBl <k, 

即 在 WE(A2zm) 中 ug 收 伊 于 w 因而 , 在 WAk(R?) 中 8 一 u. 定理 


得 证 . 
最 后 讨论 全 空间 上 的 通 近 . 


定理 2.2.6 CSe(R") 在 WA(R") 中 稠密 . 

证 明 ”假设 we W#(R"). 取 v 的 麻 光 函数 we = ne *u. 由 定理 
1.5.1 知 , ue € C~(R"). 此 外 , 利用 式 (2.2.1) 并 仿照 定理 1.5.1 的 证 明 
可 证 , 当 = 一 0 时 le 一 uepa" 一 0. 取 截 断 函数 

5eCP(Ba)，0<5<l 在 Bi 上 (5 三 1 
再 记 邮 (z) = we(z)c(z/ 四 ,那么 号 e CPe(R"). 对 于 满足 la| < 大 的 多 
重 指标 a, 利用 Leibniz 公式 (1.8.2) 可 得 
DO -cj)De+ (GF?) ua). 


Psal8l>0 


因此 , 对 于 任意 固定 的 => 0 当 j 一 co 时 


je 呈 | | Ce 
Du ~ Deus ps </ IDrus pdzr + =llusl ,gs — 0. 
人 > 了 nid 
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利用 上 式 以 及 lus -uswav 一 * 0 知 , 存在 j(e), 使 得 当 = 一 0 时 ， 
一 0. 证 毕 . 


je) 一 oo lu 一 ws 


2.3 延 拓 


延 拓 方 法 在 函数 论 和 偏 微 分 方程 解 的 先 验 估计 与 正则 性 的 研究 中 
都 有 非常 重要 的 作用 。 一 个 函数 如 果 能 够 用 C 函数 来 通 近 , 研究 
起 来 就 非常 方便 ,很 多 经 典 的 分 析 工 具 都 可 以 被 利用 ， 对 于 开 集 0， 
一 般 而 言 名 $(Q) 关 WA (0), 见 后 面 的 定理 2.4.4， 这 说 明 W#(9) 中 
的 函数 不 一 定 能 用 Cge(D) 两 数 来 通 近 . 但 是 由 定理 2.2.6 我 们 知道 
Ws(R") 三 WE(R"), 所 以 WA(R") 中 的 函数 可 以 用 CSe(R") 函数 来 通 
近 . 因而 , 能 否 把 WA(0) 中 的 函数 延 拓 到 R" 使 之 属于 WA(R") 并 保 
留 其 原 有 性 质 , 成 为 非常 关键 的 技术 问题 . 

引 理 2.3.1 设 大 是 非 负 整数 , 则 存在 常数 c1,… ,ch+1, 使 得 

的 


DD's =1 i=0l (2.3.1) 


et 


该 引 理 的 证 明 是 初等 的 , 留 作 习 题 . 


引 理 2.3.2 存在 常数 C = C(n, 上 ) 和 线性 映射 巨 : TAX(RY) 一 
WE(R"), 使 得 对 每 个 ue W*(R), 有 

(有) 在 RI 上 Eu = 几乎 处 处 成 立 ; 

(2) lBulls pn" < Cllulliep as. 
称 算 子 已 为 延 拓 算 子 . 


证 明 第 一 步 先 考察 ue C*( 梧 ) 的 情况 . 定义 


uz), 了 ER， 
Eu(z) = 《dt 2.3.2) 
i 全 人 pe 


= 
其 中 常数 c1,… ,cx+1 是 方程 组 (2.3.1) 的 解 , R" = {z < R" : zn < 0}. 
显然, E 是 线性 映射 - 
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对 于 任意 满足 |8| < 的 多 重 指标 8, 因为 0< P< 所 以 


加 
DABu)l, 0o =》 0(-j)" Du(z’,0) = DAu(z’,0)=DA (Eu)| 
把 


故 有 Eu E C*(R"). 
因为 当 ze >0 时 D3(Eu) = Deu, 当 mm <0 时 


At 
DA(Eu) = Di(-i)" Deulr', 一 jzo)， 
气 


若 记 
Doul(z zn), zeR9， 
w(z) = 
Deulz', -jzn), ER, 
则 有 
k+l 
De(E = Do(-j)wy. 
= 
利用 LP 中 的 Minkowski 不 等 式 知 ， 
k+l 
1 Da(Bulpas < Do csj0° lvyllpme. 
气 
由 于 


iot' 


(2.3.3) 


olan = [pou soae+ {IDrule, jan) Pde 


-人 ,Dn)Par + 3/ ,Du mPas 


<2 .lpiar, 


并 且 p> 1, 所 以 llvjlipas < 2.D3ullpas. 再 利用 式 (2.3.3) 知 , 存在 正 


常数 C = Cln,D), 与 p 无关 ,使 得 


lIDS(Eu)llpa" < C(n, PD up 
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进而 又 知 , 存在 正常 数 C = C(n,), 与 了 无 关 , 使 
lulipa" 和 Cn 有 ullkmas 


第 二 步 考虑 ve WA(R?) 的 情况 .由 定理 2.2.5 知 , 存在 w € 
C*(RT), 使 得 lue 一 ul 一 0， 利 用 第 一 步 的 结论 又 知 ,Eue < 
C*(R") 并 且 具 有 引 理 的 性 质 (1) 和 (2). 于 是 


Bu 一 Buellkpae = E(w — wa) mn < Cln, K)llus — walls,pms. 
因为 在 WE(R?) 中 we 一 wu, 由 上 式 得 
Ew — Buelkna — 0. 


故 存 在 WA(R") 中 的 函数 , 记 为 Eu, 使 得 在 WA(R") 中 Bu 一 * Eu. 
利用 Bucspan < Cn,kjlluclknay 又 知 , 结论 (2) 对 于 we We(R?) 
也 成 立 . 

因为 在 Re 上 Eu = we, 并 且 w 一 u，Bue 一 Eu 几乎 处 处 成 
立 , 所 以 Bu = 几乎 处 处 于 R?. 证 毕 - 

引 理 2.3.3 存在 正常 数 C = C(n,) 和 线性 映射 已 : WA(B+) 一 ， 
WE(B), 使 得 对 每 一 个 ve WA(B+) 有 

(D 在 B+ 上 Ev =w 几乎 处 处 威 立 ; 

(2) lBvllep,s < Cllvllip,p+. 
这 里 的 电 是 民 " 中 以 原点 为 心 的 球 ，B+ 是 上 半球 . 算 子 巨 被 称 为 迁 
拓 算 子 . 


证 明 同 于 引 理 2.3.2, 略 去 . 


定理 2.3.1 假设 1 < p < oo, Q 有 界 , 99 € C*, Rn 中 的 开 集 
G 3 0, 则 存在 正常 数 C = C(n,k, 人 0,G) 和 线性 映射 五 : Wk(Q) 一 
WE(R"), 使 得 对 每 个 we WA(Q), 都 有 

(在 Q 上 Eu =w 几乎 处 处 成 立 ; 

(2) spt{ Eu} € G; 
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.61. 


(3) lBEullip,e < Cluleno- 
算 了 于 已 被 称 为 延 拓 算 子 . 

证 明 第 一 步 先 考虑 1 < p< co 的 情况 . 因为 39 e C*, 并 且 是 
紧 的 , 利用 有 限 覆盖 知 , 存在 N 个 球 Bj := Bu(m), mean,m>0 
和 对 应 的 函数 内 < C*(R"!) 满足 式 (1.4.5), 由 (1.4.6) 式 确定 了 对 应 
的 名 和. 取 9 e 9, 使 9c 9oU (UY, Bj). 显然 ,存在 有 界 开 
集 G, 使 peG'eooU(U>，B), GeG. 

取 {6@) 各 o 是 责 从 属于 开 覆 盖 {Qo, Bi}， 的 一 个 C~- 单 位 分 
解 ,并 记 w= ulj. 当 z ER 时 ,u= oul = 本 和 ou, 并且 成 立 

w € WA(Q), j=0,1,..,N, 
spt{uo} c Qo, spt{w} c By, j= 1 ,N. 
按照 (1.4.6) 的 方式 定义 和 和 业 ;. 在 B; 中 作 变 换 : y = 种 j(z), 并 记 
wy) =w (YW)),0; = 三 (Rn 已) 了 = 1 ,N,v e We(O)), 
且 Qi 的 一 部 分 边界 位 于 超 平面 {y= 0} 上 , 0; 内 的 点 满足 yn > 0. 


由 于 spt{w} C By, 所 以 wy 在 80; 站 {yn > 0} 的 附近 为 零 、 因 为 
名 ,Wj E C*(R"), 利用 证 与 w(z) 之 间 的 关系 易 知 


Clwllsao slhollkaone < claylkwo， (2.3.4) 


其 中 正常 数 C 不 依赖 于 p, 仅 由 上 B; 和 Dedi (lal < 月 确定 
把 vj 在 了 9\Oi 上 延 拓 为 零 , 那么 vy e WA(R?). 利用 引 理 2.3.2 
知 , 存在 Evy e Wk(R") 满足 


(Ew)(y) = w(y), ye Rs, 


Ewe wa" < Cn, Kllvsllipas = Cn, k)llosllepos. 
利用 估计 式 (2.3.4) 又 得 


Ewepa" < Cm, k, Dllusllip.ons,. (2.3.5) 
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令 二 = (Evj)(Bj(z), w = uo+ ZI 那么 we Wi(R"), 并 且 在 
Q 上 w=u 同上 , 存在 仅 依赖 于 和 6%; 的 正常 数 C, 使 得 
lmllsaan < Cl Ewin 


再 利用 LP 中 的 Minkowski 不 等 式 及 式 (2.3.5) 知 


n 
[DD 
| 


Ny 
€ lluollinne +C 3 llusllenans, 
气 
< Cllullkpn, 
这 里 的 常数 C 也 不 依赖 于 p. 

取 一 个 截断 函数 5 e C8(G'), 在 Q 上 5= 1 令 Eu = Cw, 那么 
spt{Eu} C G' € G,Eu e WE(G), 在 9 上 Eu =u. 映射 互 的 线性 性 
质 以 及 不 等 式 

1Bullkae< Cnko,G)lullkoa 
都 是 显然 的 . 

第 二 步 考虑 p = oo 的 情况 . 设 we WE(9). 因为 9 有 界 , 所 以 
对 任意 的 1 < p < co, 都 有 ue Wt(m), 并 且 还 存在 仅 依赖 于 上 和 了 
的 正常 数 C(k,9), 使 得 

Nullsnn < Ck, Wllullicon, V1gp<o%0, ue We(N). 
利用 第 一 步 证 得 的 结论 知 , 存在 已 we W*(R"), 使 得 Eu = 在 Q 
上 几乎 处 处 成 立 , spt{Epu} 人 G' E G, 并 且 存在 与 p 无 关 的 正常 数 C， 
使 得 
Epullip,e < Cllullipn < Cllulli,oo.n: 
容易 看 出 , 当 j > p 时 , Eyu & WS(G), 并 且 还 可 以 选取 一 个 与 和 p 
无 关 的 常数 C, 使 得 


lBullepe < CllEullise < Cllullioe.n, Yi>p. 
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这 说 明 { 互 u}>， 是 WA(G) 中 的 有 界 列 , 因而 存在 子 列 , 记 为 {Ejpu}， 

存在 函数 w, E Ws(G), 使 得 在 Wt(G) 中 局 pu 一 up. 显然 , up = 

在 QR 上 几乎 处 处 成 立 , sptfup} C TF (因为 spt{Ejpu} EG"), 并 且 
uplli,e < Epulls,p,.e < Cllulli,oo,n. 

先 取 p = 1, 得 到 序列 {Ejnu} 和 ws € WE#(G), 在 Wk(G) 中 
Bu 一 un. 再 取 p=2, 同 上 , {Bjnu} 是 WS(G) 中 的 有 界 列 , 故 存在 
{Bu} 的 子 列 {Ejzu} 和 wz e WH(G), 在 WW(G) 中 Bjzu 一 wz. 易 
证 ,wa e Wf(G) 并 且 在 WE(G) 中 wz = ww. 从 而 , wy € WW#(G). 重复 
这 样 做 下 去 , 利用 抽 对 角 线 方法 便 可 得 到 序列 {jju} 和 函数 u, (事实 
上 ,wu = ww 对 于 j= 1,2,… 都 成 立 ), 满足 : 

的 对 于 任意 的 1 < g<oo, 有 E W#(G), hulac<Clullie,n, 
并 且 在 WA(G) 中 Bu 一 u。; 

(iu =u 在 Q 上 几乎 处 处 成 立 , spt{u.} CT eG. 
利用 定理 1.3.7 的 (2) 从 事实 (i) 推 知 ws RS(G) 并 且 Ilk<c< 
Cllulls,seun. 再 由 事实 (ii) 知 ， 


WE WE(R"), ul < Clhullise,n. 

若 定义 Ecou = u。, 那么 Ew 的 线性 性 质 可 以 从 忆 , 的 线性 性 质 和 证 明 
过 程 中 看 出 . 因而 , Bu = vw。 即 是 所 要 的 延 拓 . 证 毕 - 

定理 2.3.2 下 面 的 稠密 性 结论 成 立 : 

(1) CpG) 在 WA(R?) 中 稠密 . 这 里 , u E CSe(R) 是 指 u Ee 
Cem( 梧 ), 并 且 存在 扩 >0, 当 ze 本 且 |z|> 天 时 ulz)=0i 

(2) 如 果 9 有 界 并 且 0 E C*, 那么 Ce(D) 在 WA(O) 中 稠密 . 

证 明 记 4=Q 或 者 4= BR 并 设 ue We(4). 当 4= 了 时 利 
用 定理 2.3.1, 当 4 = R? 时 利用 引 理 2.3.2, 总 存在 ve ks(R"), 使 得 
在 A 上 w=uwu 并 且 Illknan < Clulkwa- 

因为 CF(R") 在 WE(R") 中 稠密 (定理 2.2.6), 故 存在 vi € CF (R")， 
在 WA(R") 中 心 一 显然 , 当 4=R? 时 veCF(R7), 当 A=0 
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时 了 EC=( 回 ,并且 


os — willisp,a = Ney — vlisp,a < lo — vlispR" 一 0 
2.4 边界 迹 和 迹 定理 

给 定 一 个 函数 ve C(9), 我 们 知道 v 在 9Q 上 的 值 . 给 定 一 个 函 
数 ue WA(D),k > 1, 如 何 确定 v 在 99 上 的 值 呢 ? 虽然 0 是 n 一 1 
维 的 , 任意 改变 u 在 99 上 的 值 , 都 不 影响 u 在 9 上 的 可 积 性 与 其 积 
分 值 , 但 是 会 影响 其 弱 导 数 . 因此 , 对 于 W#*(Q) 中 的 函数 u 而 言 , 简单 
地 讲 u 在 69 上 的 值 是 没有 意义 的 . 但 是 在 函数 空间 以 及 偏 微分 方程 
的 研究 中 , 通常 会 涉及 W#(O) 中 的 函数 在 99 上 的 “广义 取 值 ", 这 就 
是 我 们 将 要 引入 的 边界 迹 (有 时 也 简称 为 迹 ). 对 于 给 定 的 ve Wk(Q)， 
大 > 1, 在 某 个 等 价 类 中 u 在 边界 上 的 迹 是 唯一 确定 的 . 

我 们 先 讨论 空间 W}(0). 

定理 2.4.1 设 Q 有 界 , 80 E C1, 那么 存在 一 个 有 界线 性 算 子 

mo: Wi(N) 一 (an) 
和 一 个 正常 数 C = Cn,P,D), 使 得 

(1) ?ou = on 对 所 有 ue WE(O) 门 C(D 成 立 ; 

(2) Inoulpan < Cllullipn, Vue WA(O)- 

称 0 是 迹 算 子 , you 是 函数 在 BUY 上 的 零 次 迹 . 

证 明 ” 先 假设 ue C'( 友 ). 给 定 zo s 99, 并 假设 在 zo 的 邻 域内 
am 位 于 超 平面 {zn = 0} 上 , 且 存在 > > 0 使 得 Br(zojnm = B+(zo). 
简 记 B = B,(z0), T= 80nN Ba(zo). 

选取 Ce Ce(B), 在 巨 内 5>0, 并 且 在 Brjatzo) 内 5=1. 记 
ZT = (zl ,zn-1). 运用 Young 不 等 式 , 直接 计算 知 


J wras < {turar =— {Churnde 
= 人 lce. + pulr (een)ue lar 


< 人 (wp+IDumdr 4 
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对 于 zo e 9 的 一 般 情况 , 因为 99 e C+, 所 以 存在 r > 0 及 函数 
$e C1(R"!), 满足 式 (1.4.5). 取 更 和 更 由 式 (1.4.6) 定义 ,在 B; 中 
作 变 换 :y = 更 (z), 并 记 v(y) = uw((y)),O = @(Qn B). 则 ve Wi(0), 
并 且 O 的 一 部 分 边界 位 于 超 平面 {yn = 0} 上 , O 内 的 点 满足 yn > 0. 
由 上 一 步 的 结论 知 , 对 于 v 估计 式 (2.4.1) 成 立 . 再 变 回 原来 的 自 变量 ， 
就 得 到 关于 u 的 估计 : 


J mras< cf (lu + IDulr)dz. 
r ln 

因为 8 是 紧 的 , 所 以 存在 有 限 个 点 五 < 9 和 有 限 个 开 集 万 < 
8n, 1<j< NN, 使 89 = UDy, 并 有 unry < Clulhpn, j = 
1,.…',N. 定义 

Mu = ulan, 
那么 
Inoullan < Cllullipa, vuec(®). (2.4.2) 

从 上 面 的 推导 还 可 以 看 出 , 这 里 的 常数 C 不 依赖 于 函数 忆 

对 于 ve WW2(9) 的 情况 , 选取 we C1( 国 ,在 刺 (Q) 中 性 一 
那么 对 于 uj 而 言 , 不 等 式 (2.4.2) 成 立 . 从 而 


|now — qoullpon < Cl 一 wa- (2.4.3) 


这 表明 {jouj} 是 ZP(ap) 中 的 一 个 Cauchy 列 , 故 有 极限 , 记 为 ou. 
显然 , 对 于 wu e Wi(Q) 以 及 这 样 确定 的 you, 估计 式 (2.4.2) 成 立 . 由 
不 等 式 (2.4.3) 还 知道 , 极限 xou 与 通 近 的 函数 列 {uj} 的 选取 无 关 . 

最 后 , 如 果 ue WW(9) 败 C(W), 还 可 选取 uj € CD), 在 Wi(0) 
中 厦 一 * uw 在 页 上 一致 收 伍 于 u ( 见 定 理 2.2.4 的 证 明 ), 因此 
?ou = ulen- 证 毕 . 

下 面 的 定理 给 出 了 WE (9) 函数 的 迹 为 零 的 充分 必要 条 件 . 

定理 2.4.2 假设 Q 有 界 并 且 50 < Cl we WJ(Q), 那么 , u € 
人 3(Q) 当 且 仅 当 在 50 上 ?ou 一 0. 
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证 明 (1) 先 设 we 序 1(Q9)， 按照 定义 , 存在 w < CF(), 在 
WO) 中 一 wu， 因 为 在 99 上 ?ou = 0 并且 0: Wi(9) 一 
Lr(9n) 是 有 界线 性 算 子 , 所 以 xou =0 在 69 上 成 立 . 

(2) 假设 在 99 上 ?ov = 0. 利用 单位 分 解 和 边界 拉平 变换 ( 见 定 
理 2.3.1 的 证 明 ), 不 妨 认 为 

u Ee Wi(B+), spt{u} C B+ U {zn =0}), 
mu=0 在 8B+ nn {zn =0} 上 成 立 . 
简 记 B+ = B+, 厂 = 9B+ nn {zn = 中. 利用 通 近 定理 以 及 mo 的 连续 性 
知 , 存在 w e C+(*), 使 得 在 W3(B+) 和 Lx?(T) 中 分 别 有 


YW Wr mt (2.4.4) 
对 于 ze B+, 有 
lw zn)l < lula O)+ 六 ™ Dou (Oldt. 
于 是 
fts par 
<c(f iw orar ta {lone dPare). 
关于 变 元 m 从 0 到 zw 积分 得 


下 人 utzysPdz'ds 

<c 人 (rn 大 us(, 0)Pdz’ + 人 pl 人/ 人 puute,gpdzatds] . 
令 5 一 oo, 并 利用 式 (2.4.4) 可 得 
人 全 人 luz, s)Pdrds < CO 人 “wa / Y 人 1Dautz',bjPaz'atds (2.4.5) 


再 做 拉 伸 变换 , 不 妨 认为 球 B, 的 半径 + = 3. 取 5 E Ce(R+), 在 
fo 上 5(0 =1, 当 t>2 时 C(t)=0, 并 且 0< C(t)<1. 令 


Si(z) = CUzn), w(x) =u(z)(1 — G(x), z € B+, 
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那么 spt{vy} c B+, 并且 
Da = (1— Dou juC lizn), Drwy = (1— 6)Dru. 
因而 
1 
六 IDw - Dulrdz < of Gripupar+ cp 人 人 param 
pp 
显然 , 当 j 一 oo 时 4 一 .0. 由 式 (2.4.5) 推 得 , 当 j 一 ,oo 时 ， 
2j 2 
20 
局 < cr/ ” sf 人 JDuul#, Oledrdt 


2 
< c/ J pute HPdrdt — 0, 

故 在 LP(B+) 中 Du 一 Du. 因为 在 PP(B+) 中 一 u 显然 成 立 ， 

所 以 在 W2(B7) 中 性 一 u. 把 wy 磨 光 , 就 得 到 函数 wj € CPe(B+)， 

并 且 在 Wi(B+) 中 四 一 uw. 因而 we 认 3(B+). 证 毕 . 

我 们 通常 把 ?ov 写成 ulen- 

注 2.4.1 根据 mo 的 定义 , 从 定理 2.2.4 和 定理 2.4.2 的 证 明 可 以 
看 出 : 如 果 ue 诊 3(Q) 并 且 wu > 0, 我 们 可 以 选取 CJ(Q) 中 的 非 负 通 
近 序列 {Wy} 在 Wi(D) 申通 近 u 通 近 序 到 {uy} 是 非 负 的 这 一 事实 ， 
在 偏 微分 方程 秋 解 的 研究 中 确定 检验 (试验 ) 函数 时 非常 重要 

下 面 我 们 讨论 空间 W#(Q) 上 的 高 次 迹 , k > 2. 如 果 ao < C*, 对 
任何 zo e 80, 存在 球 有 := B(xzo) 以 及 函数 % < C*(R"- 5 使 得 

NNB. = {rz € Br. :zn > $7)}, 

NNB. = {re B. :zn = $7")}, 
这 里 #7 = (z1… ,zn-1)， 在 9 n B, 上 , 单位 外 法 向 量 wz) = 
(ma(z) ,vn(z)) 可 以 表示 成 
I ~ 


VITO ， 人) = TE 


mn) = 
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显然 , 这 个 向 量 值 函 数 v(z) 在 瓦 上 有 定义 并 且 属 于 C*1(.). 取 光 
请 区 域 G, 使 得 Qn B,/2 Cc G c QnB,. 在 G 上 定义 函数 um(z): 


am(z)= 5 Dus) ls), m= kl, 


这 里 ze = Vv 人 … va", 那么 uw™ € Wi(G), m = 1,… ,上 一 1， 因 此 ， 


3oum 有 意义 . 由 于 了 := BQ Brra c 8G, 我 们 可 以 定义 
JImulr = rou™|r, 


称 为 u 在 厂 上 的 m 次 迹 

因为 在 09 的 每 一 点 处 , 单位 外 法 向 v 是 唯一 确定 的 , 所 以 当 ue 
CO") 时 ,函数 un(z)lr = 名 | ,是 唯一 确定 的 , 与 球 B 和 函数 
的 取 法 无 关 . 当 ue WP+i(O) 时 , u 是 Cm+1(W) 中 的 一 列 函 数 人 
极限 , 不 难 证 明 , 在 W3(CG) 中 uP 收敛 到 um", 故 在 
敏 到 ?oum|r, 所 以 oum|r 与 球 B, 和 函数 % 的 取 法 无 关 . op 
证 明 , ?oun|r 与 通 近 序列 {w} 的 取 法 也 无 关 . 因而 , ?mulr = ?oum|r 
是 唯一 确定 的 , 只 与 Q 在 人 附近 的 结构 (形状 ) 有 关 . 

利用 有 限 覆 盖 定 理 , 存在 N 个 球 Bj = Br (zj), zj can ry > 0， 
以 及 [= 60n Bj, 使 得 


N Ny 
ancUrncUs. 
ba 
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同时 对 每 一 个 j, 存在 着 对 应 的 函数 6, wm 和 对 应 的 算 子 yw, 分 别 记 
为 内 uP 和 访 . 显然 ,存在 o > 0 使 O := {fz sm:disttz,a0) < 
0} CUB 记 {6} 这 是 O 从 属于 开 覆 盖 {By}Y, 的 一 个 Cw - 
单位 分 解 , 并 定义 
a 
mulon = Bon ulrs = Do Gr ou ln. 
Ee 气 
从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 , ymulan 与 覆盖 球 B;、 函数 由 以 及 单位 分 解 
6 的 取 法 无 关 . 我 们 把 mulan 称 为 u 在 09 上 的 m 次 迹 , 通常 把 它 


2.4 ”边界 迹 和 迹 定理 


简写 成 xmu, 或 者 (mo 其) u, 或 者 ms. 称 吕 。 是 沿 着 90 的 m 
次 外 法 向 导数 . 

定理 2.4.3 假定 呈 有 界 , 00 E Ce,uE WA(Q), 那么 ,ue WS(Q) 
当 且 仅 当 对 于 任意 长 度 小 于 大 的 多 重 指标 m 导数 Dru 在 00 上 的 零 
次 迹 为 零 . 车 定义 

T= Wm Ts- 
则 有 
Ws(0) = Kery = {ue Wo) : yu = (0,.… ,0)}. 
称 7 为 迹 算 子 . 

证 明 ”利用 归纳 法 , 只 需 对 = 2 的 情况 给 出 证 明 . 

就 Cge(O) 中 的 函数 u 而 言 , 对 任意 的 a 都 有 Deu e CF(9), 故 
ulan, Diulen = 0, i = 1,… ,n, 对 应 的 wjen = 0. 因为 迹 算 子 x4o 是 
从 Wi(O) 到 (an) 的 线性 连续 算 子 , 所 以 当 we 认 2(Q) 时 , You， 
MoD (i = 1,… ,n) 和 ?ouw 也 都 等 于 零 , 从 而 Yu = (0,0). 

如 果 ue W2(9) 且 mou = moDm = 0i= Lom 取 由 上 
C02, 在 硼 (9) 中 一 uw 那么 在 17(89) 中 jon 一 To = 0 
Diwlan 一 Du = 0. 因而 在 LP(89) 中 ， 


Bu, 
mW y= = DY ran — 0 


故 ?ou = 0, 从 而 yu = (0,0). 因此 , 只 需 对 于 we W2(9) 且 yu = 
(0,0) 的 情况 , 证 明 ue 序 2(0). 
仍然 采用 定理 2.4.2 的 证 明 中 的 记号 . 对 于 Duu 利用 估计 式 (2.4.5) 
可 得 
人/ J he SParas 有 cf ~ f k |Dnnu(z,t)Pdzi dtds. 
(2.4.6) 


利用 估计 式 (2.4.5) 和 (2.4.6), 仿照 定理 2.4.2 的 证 明 可 推 得 , 在 W2(B+) 
中 省 一 习 再 把 wi 磨 光 便 可 完成 证 明 . 证 毕 . 
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定理 2.4.4 当 1 < p< oo 时 , WA(R") = Wk(R"), WO(N) = 
序 8(Q) = LP(Q)， 但 是 对 一 般 区 域 Q, 当 大 > 1 时 序 $(Q) 可 能 是 
WA(O) 的 真子 空间 . 

证 明 ”利用 定理 2.3.2, Wt(R") = Ws(R"). 

由 定理 1.3.9 知 , 当 1 < p < oo 时 , Co() 在 LP(9) 中 稠密 . 因为 
CF(9) 在 Co(p) 中 稠密 , 所 以 Ce(O) 在 17(n) 中 稠密 . 从 而 W9(Q) = 
Wo(n) = 7(0). 

当 9 的 测度 有 限 且 人 > 1 时 , W$(9) 是 W*(9) 的 真子 空间 . 事 
实 上 , 对 于 u 三 1, 显然 ue W#(D), 但 是 ug Ws(9). 这 是 因为 , 车 
we 序 $(Q), 由 定理 2.4.1 和 2.4.2 可 得 , 1 = ulon = ou = 0. 矛盾 . 

当 Q 具有 一 些 特殊 性 质 时 , 有 训 $(Q) = W(m). 具体 细节 请 参看 
文献 [1] 的 定理 3.28 和 定理 3.31 (文献 [2] 的 定理 3.33). 


2.5 空间 W?(O) 的 基本 性 质 

本 节 先 讨论 Wi (9) 中 的 函数 与 一 个 性 质 “ 较 好 ”的 函数 复合 之 后 
的 性 质 , 再 讨论 差 商 与 空间 Wi (9) 的 关系 , 最 后 讨论 Lipschitz 函数 和 
空间 Wz&(O) 之 间 的 关系 . 
2.5.1 复合 函数 的 性 质 

定理 2.5.1 假定 1< 卫 < oo. JeCIR) 并 且 刀 ELm(R). 车 
aeE (Do), 则 D(f(w)) = JPDu € Z(D). 

如 果 又 设 @ 有 界 并 且 0 € C1, 则 f(w) € Wi(9), ytulan) = 
J(W)lon- 由 此 知 , 当 ue 育 3(Q) 并 且 f(0) =0 时 , f(u) E 序 3(9). 

证 明 ”假设 ue W;(Q). 根据 定理 2.2.3, 存 在 uj € CY(9) 由 Wi (9), 
在 WO) 中 一 u. 于 是 对 任意 的 YE 9, 当 j 一, oo 时 ,有 


he sdar < (sop lr) [hs ures —» 0. es 
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这 表明 在 厌 。(O) 中 f(w) 一 f(w). 由 于 二 一 u 几乎 处 处 于 并 
且 f" 连续 , 所 以 了 (wj) 一 (uw) 几乎 处 处 于 9. 由 控制 收敛 定理 知 ， 


/ flw)Du — (WDuPdr < clsupIt1) [ 1Duw — Dulrdz 
n a 
+ 人 fl(w) 一 POPIDuPdz — 0, 
jn 


因而 在 I?(9) 中 DPU(w)) = fw)Duj 一 了 (wjDu， 对 于 任意 的 
ge CP(), 利用 


hoputw)ar = | flu) poar, 
局 


以 及 在 I?(9) 中 D(f0w)) 一 了 (wDw 在 蕊 .(9) 中 f(w) 一 f(w)， 
便 可 推出 
hsovewar =— | tpoar. 
这 说 明 f(u) 有 一 阶 弱 导数 并 且 D(f(w)) = Po)Du e L?(). 
再 设 99 < C1!， 根据 定理 2.2.4, 存在 uj E CO, 在 Wi(9) 中 
姑 一 由 显然 f(w) e ZP(D), 从 而 式 (2.5.1) 对 于 Q 也 成 立 , 故 在 
ZP(O) 中 f(w) 一 f(w)， 因 此 , f(w) e Wo)， 并 且 在 WO) 中 
fw) 一 1) 
利用 定理 2.4.1, 当 了 一 co 时 
| lew = = Int lan < Ol ehoe oy 
of lw) — sof (ol, an < Cf 0) 一 Also — 0 
注意 到 wj e C(t), f(w) e C(D) 并 且 f 连续 , 由 定理 2.4.1 知 wf(wj) 
= f(rouy). 再 利用 式 (2.5.2) 得 xof(w) = f(y0u), 即 f(wlon = f(wjan). 
证 毕 . 
注 2.5.1 (1) 请 读者 思考 ,为 何在 定理 2.5.1 第 一 个 结论 的 证 明 
中 , 式 (2.5.1) 中 的 积分 区 域 不 用 9 而 是 用 @ 的 紧 子 区 域 ? 
(2) 如 果 仅 假设 /是 Lipschitz 连续 函 教 , 那么 当 uE Wi(9) 并 且 
ff(u) € IP() 时 , 定理 2.5.1 的 第 一 个 结论 仍然 成 立 
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定理 2.5.2 如 果 ue Wi3(O) 对 某 个 p> 1 成 立 , 那么 ut,u 和 
uu| 也 都 属于 F3(D), 并 且 它 们 的 一 阶 妮 导数 还 可 以 表示 为 


i Ee u(z) >0, 
0 uz)<o, 


i € uz) >0, 

Du(z), ul(z) <0, 
Dulz), uz) >0, 
Dlul(z) = 1 0, u(z) =0, 
—Du(z), uz) <0. 

证 明 对 于 e>0, 定 义 

j= { (Ww +E) —e, u>0, 
0, ugo0, 


那么 fe e CI(R) 并 且 ft e L~(R). 利用 定理 2.5.1 的 第 一 个 结论 知 ， 
对 任意 的 pe C3()， 
uDu 


AC -人 vard 
令 e 一 0 得 
hr utDpdz=— PDudr. 

因此 结论 对 于 ut 成 立 . 同 理 可 证 另外 商人 结论 

定理 2.5.3 假定 ue Wi(Q) 对 某 个 p > 1 成 立 . 对 于 任意 常数 
6 定义 0。= {rzEQ:u(z)=c}, 那么 Du=0 在。 上 几乎 处 处 成 立 ， 

证 明 ”只 要 证 明 结论 对 于 < = 0 成 立即 可 . 由 于 Du = Du+ + 
Du-, 利用 定理 2.5.2 即 得 所 要 的 结论 

一 个 一 元 函数 被 称 为 是 分 段 光滑 的 , 如 果 它 本 身 连续 并 且 有 分 自 


连续 的 一 阶 导数 .下面 的 定理 推广 了 定理 2.5.1 的 第 一 个 结论 和 定理 
2.5.2. 


2.5 空间 Wi to) 的 基本 性 质 


定理 2.5.4 假设 是 恨 上 的 分 段 光滑 函 教 且 /'E L™( 民 ). 如 果 
we WJ( 人 ) 对 某 个 p> 1 成立 , 那么 flu) 也 有 一 阶 经 导数 . 进一步 , 若 
记 工 是 族 的 间断 点 集合 ,还 有 

2 { Flulz) Dulz), ulz) gL, 
0, u(r) EL. 

证 明 ”按照 定义 ,L 至 多 是 可 数 集 . 利用 归纳 法 , 不 妨 认 为 L 只 
包含 一 个 点 . 再 做 平移 , 还 可 以 认为 该 点 是 原点 并 且 /(0) = 0. 取 函数 
太 , 户 ECI(R) 使 之 满足 : /1, fs € Eee(R), f1(0) = f2(0) =0, 当 uw>0 
时 有 (Ww) = fw), 当 w< 0 时 fo(u) = fw). 则 flw) = (ut) + fle). 
利用 定理 2.5.1 及 定理 2.5.2 知 结论 成 立 . 

函数 了; R" 一 Rn 被 称 为 是 双 Lipschitz 映射 , 如 果 它 是 一 一 映 
射 , 并且 存在 正常 数 M, 使 得 T 和 T-! 满足 
IO-TOOIS Mle—yl, [T(z) -TO < Mlz—yl, YzyeRn. 

定理 2.5.5 ([12, 定理 2.2.2]) 假设 丁 : Rn 一 Rn 是 双 Lipschitz 
映射 , u E WJ() 对 某 个 卫 > 1 成 立 . 那么 u:= uo 了 Ee Wi(0), 其 中 
9 =7T-1(). 同时 还 有 

Do(z).y = Du(T(z)) -dT(z)y 
对 几乎 所 有 的 z EY 及 所 有 的 VE R" 成 立 . 
2.5.2 水 平 函 数 的 性 质 

假设 j 是 常数 ,v 是 9 上 的 可 测 函 数 ， 令 uD = (u 一 四 +, 称 
为 水 平 函数 , 它 实 际 上 是 3 个 函数 的 复合 : u0) = fog ou(z), g(s) = 
se 一刻 Jr) = T+. 定义 

hi= {zen:uz) >j}, 4= {fzesn:ulz)= 庆 . 
那么 A; 和 4 都 是 可 测 集 , 并 且 


4=U hs, dim |;\ he|= Jlim, |4;-e \ (4;U 45)| =0. 
co 
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引 理 2.5.1 设 1<p<o0. 如果 在 LP(Q) 中 序列 {um} 收效 于 

那么 在 LP(Q) 中 序列 fu 多 } 收 化 于 uG). 同时 还 有 
sm IA \ najl=0 ,lm |AF \ [AF N (4;u 23)]|=0, 

其 中 AP = {x EQ:un(z) > 让. 

证 明 ”注意 到 对 任何 可 测 函 数 / 和 9, 都 有 |1+ 一 g+| < |f 一 gl 
所 以 

lu =u0| < um —D) — (we—)| = hum — ul 

因而 在 LP(9) 中 fu 网 } 收 敏 于 uO). 

现在 证 第 二 个 结论 . 因为 在 Z(9) 中 {wm} 收 笋 于 w 故 存在 子 列 
fum} c {wm}, 在 Q 内 几乎 一 致 收 钱 于 w 即 对 于 任 给 的 = > 0, 存在 
闭 集 Re cm 使 得 Ine| > Ial -= 且 在 Qe 上 um 一 致 收 化 于 u. 同时 
还 可 以 适当 缩小 ne, 使 得 u 在 ne 上 连续 

先 证 明 结论 对 于 子 列 {ms} 成 立 . 由 于 In \ Qe| < s, 我 们 可 以 只 
对 fx 来 证 明 , 即 用 me 代替 9, 亦 即 下 面 的 证 明 过 程 中 的 集合 4;, A 
分 别 表示 Den 4j, 9 n 499, 等 等 . 因为 uw 连续 ,所 以 AjUAh3 = 矶 . 又 
因为 wm, 一致 收敛 于 u, 对 于 任 给 的 5 > 0, 存在 mm( 下 , 当 mi > m(6) 
时 , 有 sup jum 一 ul < 5. 由 此 推 知 


HH CAT C Aj-s. 


容易 看 出 , 当 5 一 0 时 , hj+s 一 和 ,4-5 一 而 因而 ,lm |A\(A7'n 
4)|=0, 当 5<1 时 |4j-s\4;| <<1 注意 到 Ay C hj-s, A C Aj-s， 
我 人 有 


A = A Nhs= (A NB)U [A nN (4 \ DH)]. 
由 此 知 


[a VC NA) = A nA \ BH)| < IA \ hl < 
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故 结论 对 于 子 列 {msi} 成 立 . 
利用 反 证 法 可 以 证 明 结论 对 于 整个 序列 也 成 立 . 证 毕 . 


定理 2.5.6 假设 在 T3(9D) 中 序列 {um} 收 化 于 那么 在 Wi(Q) 
中 序列 {wu 四} 收 化 于 uw 中 ). 


证 明 ”只 需 证 明 在 7(9) 中 Du 外 收 全 于 Du 

首先 , 由 于 在 W2(Q) 中 {um} 收 和 于 uw 故 unllpn 关于 m 有 
界 ， 又 因为 在 4 上 Du 多 = Dum, 在 Q\ AP 上 Du 由 = 0, 所 以 
lu 名 ao 关于 mm 也 有 界 . 把 |Du 久 - Pu) 在 Q 上 的 积分 分 解 成 
在 集合 


in4， Nin4a， 全 Un(u4)]， na ou47) 


上 的 积分 . 显然 , 在 最 后 一 个 集合 上 被 积 函数 为 零 , 在 第 一 个 集合 上 的 
积分 等 于 
人 IDum ~- Dudz — 0. 
An 
由 于 


|Du® - DuO|Pdz = |Dulrdz, 
As\(AsnAP) As\(Asnar) 


并 且 lim |4y\ (4 A)|=0 ( 引 理 2.5.1), 所 以 


lim |Du® ~ Du Pdr =0. 
As\(AsnAF) 


记 了 = 4 好 \[47n(4Uu43)], 那 么 


lp 中-pae 了 = 人 popd 


se (ftom -ore+ 人 par， 
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利用 
人 |Dum — Dul?dz = 0, ,m1B|=0 ( 引 理 2.5.1), 
由 上 式 推 知 
lh 0) — Du jrdz = 0. 
人 ID 曙 -Dao 
注意 到 
IDu® - Du Pdr < 水 |Du®) — Du lar 
APa7 Cun47 
= / |Dum — Duldz, 
Cu)n4a7 
同上 , 有 
lim IDu® — Du pdr = 0. 
mo Jaynar 
定理 得 证 . 


定理 2.5.7 车 1<p<o0,wve Wi(0), 则 max{u,v} € Wi(O). 


证 明 ”因为 -ve 序 !(o), 根据 定义 , 存在 we Ce(D), 在 
(oO) 中 ww 一 “一 w 利用 定理 2.5.6 知 , 在 Wi(o) 中 过 一 
(Ce 

显然 , wj 在 0 内 有 紧 支 集 , 故 we 序 1(0)， 由 于 认 3(9) 是 
Banach 空间 , 所 以 (uw)+ e 序 3(Q). 因而 max{w,v} =v+(w-J)+ € 
1 训 (D). 定理 得 证 . 

推论 2.5.1 假设 1 < p < co u € 亢 (Q), 那么 wt,u-,|ul € 
1(0). 

2.5.3 差 商 和 空间 W} (9) 


研究 弱 解 正则 性 的 一 个 重要 途径 是 通过 研究 函数 的 差 商 来 得 到 函 
数 的 可 微 性 , 这 种 方法 也 称 为 差分 方法 - 


2.5 空间 wz(D) 的 基本 性 质 


定义 2.5.1 假设 9 是 区 域 ,u :9 一 尼 是 局 部 可 积 的 , 子 区 域 
Po en. 
(1) 对 于 ze Qo 以 及 满足 0 < 川 < dist(f0,00) 的 ER, 称 


Afu(z) = 


ulz + hes) — ulz) 
> 


为 函数 以 在 zi 方向 具有 步 长 户 的 差 商 , 其 中 es 为 Ti 方向 的 单位 向 
量 . 也 称 Af 为 差 商 算 子 ; 
(2) 定义 Anu = (Afu … , ASu). 


定理 2.5.8 差 商 算 子 具 有 如 下 性 质 : 
(1) Ah 的 共 示 算 子 (A)" = 一 Al, 即 对 于 任意 在 9 内 具有 紧 支 
集 的 L? 函数 /和 g, 成立 


fratotar = — [rian sass 
jn J 
(2) 函数 来 积 的 差 商 可 以 表示 为 
As(U(zjgtz)) = TAA(z)Atg(z) + g(x)AN(), 
其 中 Th 是 zi 方向 的 位 移 算 子 , 即 Thu(z) = u(z 二 hei). 


证 明 留 给 读者 . 


定理 2.5.9 ( 差 商 与 弱 导数 ) 假设 9 是 区 域 , 子 区 域 0no € 
() 著 1<p<o0,ue Wi(0), 则 


lAMullans < m/l Dulan, VO< hl < Sdist(Q0, O00). (2.5.3) 
(2) 著 1<p< oo0,ue LIP(Do), 并 且 存在 正常 数 C 使 
lawlaa <C，vYo< 刚 < 3dist(00,00), (2.5.4) 


那么 we W2(Qo) 并 且 1 Dullaoo < C. 
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证 明 (1) 先 设 we Cl) 站 Wi(Q). 对 于 zenoi 
及 0< I < #dist(9o,60), 我 人 有 


e+ Ne) = le) = 六 Diu(z + Thes)dr . hes, 


从 而 
lu(z + hed) -utzj| < h / |Du(z + rhe)ldr, 
1 
ha < ff |Du(z + rhei)Pardz 
= fe A |Du(z +rhei)|Pdzdr 
0 /no 
< /pepan 
故 有 


IAMullnne < mllpulna， 


再 利用 通 近 知 , 上 式 对 于 ue W3 (9) 也 成 立 . 因此 式 (2.5.3) 成 立 . 

(2) 假设 式 (2.5.4) 成 立 . 因为 LP(96) 中 的 有 界 集 是 弱 紧 的 , 所 以 
存在 序列 {hy} 以 及 满足 lullpo。 < C 的 函数 we ZP(9o), 使 对 任意 的 
ge Cgetno), 有 


人 so 一 人 ou je 
而 当 扩 一 0 时 
人 sse- -人 ores 一 -人 sun 


因此 


.=-/ Dos, 


即 Diw =ve IP(Q0),i= 1,… ,n. 证 毕 . 
类 似 地 可 以 证 明 


2.5 空间 Hi(D) 的 基本 性 质 


定理 2.5.10 设 内 是 区 域 , 子 区 域 Qo EQ,1<p<o0,1<i<n. 
() 著 we WR3 NA), 则 当 0< |h| <1 时 , Ahu€ Rnoo) 
并 且 
IAMullpasno, < Dal mena; 


(2) 设 ue PP(RY ng), 并 且 存 在 正常 数 C, 使 得 
lAfulpasna < C, YO< hl <1, 
那么 Diu e LP(R% ngo), 并 且 
IDeullpmsnoo < C. 
2.5.4 Lipschitz 函数 和 空间 Wi (9) 


定理 2.5.11 设 人 有 界 , an < C1, 那么 u 在 9 中 Lipschitz 连续 
当 且 仅 当 we Wl(Q). 


证 明 ”因为 9 有 界 且 9Q e C1, 利用 延 拓 定理 2.3.1, 不 妨 在 R” 
上 讨论 并 且 认为 函数 v 具有 紧 支 集 . 
如 果 wu € Wz(R"), 那么 u 的 磨 光 函数 ue = ne *u 是 光滑 函数 上 且 
满足 : 
当 e 一 0+ 时 we 一 致 收敛 于 wu, 并且 |DuslooRs < 1Dulav 
任 取 z,yeR",z#y, 有 


w(x) — u(y) = 人 Hultet (1 一 by)dt 
区 太 Dur(tz + (1— t)y)dt . (z —). 
因而 
lus(z) — uw (W < Dusllsonrlz — yl < Dullocanle — yl. 
令 。 一 0, 可 得 


lu(z) — u(y)| < Dullsanle — yl. 
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这 表明 v 是 Lipschitz 连续 的 
反之 , 车 u 是 Lipschitz 连续 的 , 那么 


IAF ulloom < Lip(u), 
其 中 Lip(w) 表示 u 的 Lipschitz 常数 . 于 是 存在 we L™(R") 和 hj 一 
0, 在 砍 。(Rn) 中 Au 一 w, 见习 题 2.11. 故 对 任意 $e CSe(R"), 有 
i li -hy 

Dr [. uANgdz=— 人 GAT udz=— 人 migdz. 
由 此 知 w = Diuw ve Wu (Rn). 证 毕 . 

当 1 < p < oo 时 , 与 定理 2.5.11 相对 应 的 是 下 面 的 定理 . 

定理 2.5.12 ([12, 定理 2.1.4]) 假设 ue ZP(Q), p > 1, 那么 
WE Wi() 当 且 仅 当 u 等 价 于 一 个 在 9 内 的 几乎 所 有 平行 于 坐标 轴 
的 线段 上 都 是 绝对 连续 的 函数 可 并且 五 的 古典 导数 (几乎 处 处 存在 ) 
属于 LP(D). 


2.6 Sobolev 不 等 式 和 Morrey 不 等 式 


Sobolev 空间 理论 中 的 一 个 基本 问题 是 : 给 定 一 个 函数 weW}(Q)， 
那么 u 是 否 自 然 属于 另外 的 一 些 空间 呢 ? 回答 是 肯定 的 , 但 是 这 些 " 另 
外 的 空间 ”依赖 于 下 面 的 参数 关系 : 

1<p<m p=n, nm<psoo. 


我 们 将 在 本 节 的 第 一 部 分 讨论 1 < p < n 的 情况 , 第 二 部 分 讨论 
n<p< oo 的 情况 , 而 把 p =n 的 情况 放 在 2.7 节 . 下 面 两 小 节 介绍 的 
Sobolev 不 等 式 和 Morrey 不 等 式 都 十 分 重要 , 它们 是 建立 嵌入 定理 的 
基础 . 


2.6.1 Sobolev 不 等 式 
本 小 节 总 假设 1 < p < m 其 目的 是 证 明 存 在 常数 C 和 g, 使 得 
lollam" < CliDollpa", VoECSR"). (2.6.1) 
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为 了 确定 4 的 值 , 取 函 数 5 < Cj(Rn),% 夫 0. 对 于 常数 和 > 0, 做 尺度 
变换 : 办 (z) = (Xz) e C3(R"). 直接 计算 知 
allam" = 和 walless，1Dexlpar = A—™? Dellpar- 
把 估计 式 (2.6.1) 用 于 和 得 
gl < CA ?1S Dla 

如 果 1 一 n/p 十 n/q 关 0, 令 入 一 * 0+ 或 者 和 一 ,oo, 总 可 以 导出 矛盾 ， 
因此 g=np/(n 一 p). 记 p* = np/(n 一 p), 称 之 为 p 的 Sobolev 共 思 指 
数 , 有 时 也 简称 为 Sobolev 指数 . 

定理 2.6.1 设 1<p<mn, 则 存在 正常 数 C(n,p), 使 得 

llullon" < Cln,p)lDullpa", VuecdR") (2.6.2) 

当 且 仅 当 g =p* =np/(n 一 p). 此 外 , 当 g=p” 时 ,还 可 以 取 C(n,p) = 
踊 续 

证 明 ”必要 性 的 证 明 已 经 在 上 面 的 讨论 中 给 出 . 下 面 证 明 充分 性 . 

(1) 首先 讨论 p = 1 的 情况 .因为 u 具有 紧 支 集 ， 所 以 对 每 个 
1<ign 及 zeER", 我 人 有 


= 广 paeldn=- 广 pain oa < { pulalan 
于 是 


本 于 
Pass 了 (人 par 
两 边关 于 mi 积分 , 并 利用 Halder 不 等 式 得 


han < 人 (人 ov) dz 
-ho [Coe 
cl] (ew) 


第 二 章 ”各 向 同性 的 整 指 数 Sobolev 空间 


此 不 等 式 两 边关 于 za 积分 得 


人 lpulsrdzidzs< (人 lpuaridrs) 和 光 人 全 )= 


其 中 


n= [puan, n= 人 Duanan ia 
再 利用 Halder 不 等 式 便 推 知 
hanans(/, Ipudndms) 站 人 anana 产 


依次 关于 z3,… ,zw 积分 , 最 后 得 到 
[一 
人 Bussans( 人 puaz) (2.6.3) 
结论 成 立 . 


(2) 对 于 1 < p < n 的 情况 , 把 估计 式 (2.6.3) 用 于 函数 v := |ul"， 
这 里 的 > > 1 待定 , 就 有 


(人 mad 3 IDlulrlaz 


[1 
-人 rpuaz 


(Leg) (or): am 


取 r 满 足 rmn/(n 一 1)=(r-Dp/(p 一 D), 即 r=p(n- 1)/(n-p) >1. 
那么 


rl) 


n—1 了 -II n-p 
对 于 这 样 确定 的 ">， 从 估计 式 (2.6.4) 便 可 推出 估计 式 (2.6.2), 其 中 
Cm,p) =7/2=p(n 一 1)/[l2(n 一 p)]. 证 毕 . 
定理 2.6.1 可 以 推广 到 空间 C$(R"), 即 
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定理 2.6.2 设 大 是 正 整数 , 1 < kp < mu 则 存在 正常 数 CUnuk,P)， 
使 得 
lsar < Cln, kp)l Dulpa", Vuect(R") 


当 且 仅 当 g==np/(n 一 kp). 这 里 


Vp 
IDrullpa" = Ipru(z)Pdr| . 


证 明 留 作 习题 . 


定理 2.6.3 设 Q 有 界 , 90 e C01, 1 < p < n, 则 存在 正常 数 
CnP,O), 使 得 


ullpnn < Cln,p, Wulhipn, Vue Ws(n), (2.6.5) 


其 中 严 = np/(n 一 pp). 

证 明 ”因为 09 < C1, 根据 延 拓 定理 2.3.1, 存在 二 := Bu € 
WO (R"), 满足 : 

可 In = w 五 有 紧 支 集 , 并 且 Ialh was < C(n,p, ulna (2:6.6) 


利用 定理 1.5.1 的 结论 (5) 和 通 近 定理 2.2.1 知 ,wj := mh/j*5 eC 这 (R")， 
且 在 Wi(R") 中 uj 一 到 利用 定理 2.6.1 又 知 ,jhu 一 tillwav 和 
C(mwpjllDuw - Dusllpa". 由 此 推出 , 在 Ze (Rn) 中 wj 一 元 又 因为 
|hwllp-an < C(mplDuwllnaw, 所 以 


Nallpe me < Cln, Pp) Dullpae. 
此 不 等 式 结合 式 (2.6.6), 便 得 出 估计 式 (2.6.5). 证 毕 . 
2.6.2 Morrey 不 等 式 


本 小 节 总 假设 n< p< oo- 


第 二 章 ”各 向 同性 的 整 指 数 Sobolev 空间 


定理 2.6.4 设 m<p<cola=1 一 mn/p. 那么 
ea < Clmpjlulha，YveCnGR). 


证 明 第 一 步 对 于 p > 0, 取 球 Br(z) C R". 先 证 明 存 在 C = 
Cl(n), 使 得 
1 
fsar® -Wl = Bi hg -Dhow 


C 大 Pu)l ay. (2.6.7) 


a) le — yl 


事实 上 ,对 于 任意 的 ze 9B,, 当 0<t<p 时 ， 
lu(z+tz2)—u(z)| = / Eu + 82)d: | 
6 


=|[ Duet sy- 


< k |Dulz + sz)lds. 
于 是 
了 le+ 1s) — uals < 上 IDete+ ss)ldseds 


=[ [sprue 


令 y=z+sz, 则 s=|z 一 yl. 从 而 


e+ 器 -aass 人 oo 人 
oo ls, 


Bs) le — yl (ley 
上 式 两 边 同 乘 以 "1, 再 关于 上 从 0 到 p 积分 得 


天 | pagl 
人 oD -uy < [er 


此 式 即 为 式 (2.6.7). 
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第 二 步 我 们 只 讨论 p < cc 的 情况 . 对 于 p = oo 的 情况 , 证 明 更 
简单 . 固定 z e R". 因为 (n - 1)p/(p 一 1) < n, 利用 不 等 式 (2.6.7) 以 
及 Halder 不 等 式 得 


letajl < F = uly + 了 ly 


lpuly)l 
c/ idy + Clalartmty) 


人 IF — YI 


$ a 5 
<c(/ .ord ( | me rr) + Clulame 


< Cllulhpa". 


再 由 z 的 任意 性 知 


-4 hu] < CllullipR". (2.6.8) 


第 三 步 任 取 两 个 点 z,y ER", 记 p=|z 一 yl,O= B,(z) 站 Bp(y). 
则 有 


lulz) -ul < 商人 wa —u(z)ldz+ po Ae —u(z)ldz. (2.6.9) 
利用 不 等 式 (2.6.7)， | 


庙 [ -0 < cr Lh) -uh 


IB, A B, ls) 


< d( 类 prs) ( A le 


< CoDulpa", (2.6.10) 


这 里 a = 1 一 n/p. 同 理 ， 
1 
击 人 wD -wes < Corlpulon. 
把 此 估计 式 以 及 式 (2.6.10) 代入 式 (2.6.9) 便 有 


lulz) — u(y)| < Cpr ll Dulina" = Clz — yl liDullpa". 
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loan = sop PE =H < chpulom. 
此 不 等 式 结合 式 (2.6.8) 证 些 . 
注 2.6.1 上 面 的 证 明 也 给 出 了 如 下 结果 : 若 n<p< oo0, 则 


Vp 
luly) — uD < Cenpjpio ( 人 Ipugpa:) (2.6.11) 
pts 
对 所 有 的 ue C1(Bao(z), y E B,(z) 成 立 . 再 利用 通过 知 , 上 式 对 于 
WE WL(Bap(z)) 也 成 立 、 
利用 估计 式 (2.6.11), 可 以 推出 W2ie(90) 丽 数 的 几乎 处 处 可 微 性 . 


定理 2.6.5 设 n<ps oo,we Whioc( 人 0), 那么 u 在 内 是 几乎 
处 处 古典 可 微 的 , 并 且 其 古典 导数 与 弱 导 数 几 乎 处 处 相等 . 


证 明 ”由 于 Wh oe(9) C Woe(9) 对 于 所 有 的 p>n 成 立 , 所 以 
只 需 考虑 < p < oo 的 情形 . 对 于 ue Wisc(0), 利用 Lebesgue 微分 
定理 (定理 A.1) 知 , 对 于 几乎 所 有 的 2 € 9， 
Bm f, ,0 -Pupds =0, (2.6.12) 
这 里 Du 表示 u 的 弱 导 数 . 对 于 这 样 的 z, 令 
vy) = u(y) — u(x) 一 Du(z Gy 一 zh)， 


并 记 p = |z -yl, 那么 , 当 0 < p << 1 时 wvw(y) e Wi(Bap(z)) 因为 
uv(z) = 0, 先 利用 估计 式 (2.6.11), 再 利用 极限 (2.6.12) 得 


eg) -wz)- Du(a -一 可 | = loly) — ola) 
lm 
<com 人 人 oemal 
Ban(z) 
jp 
<cp ( 人 pam- aora] 
Banfz) 


=o)=o(z 一 如 . 
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7. 


这 表明 v 在 点 > 处 是 可 微 的 , 并且 其 弱 导数 Du(z) 就 是 古典 导数 . 
证 毕 

定理 2.6.6 设 0 有 界 , 90 € C1, n < p < oo, 则 存在 正常 数 
CG = C(n,p, 外 ), 使 得 对 任意 的 u €E Wi(), 改变 u 在 零 测 集 上 的 值 之 
后 ,ueCe(D,a=1 一 nm/m 并 且 还 有 

lulan < Clulwo- (2.6.13) 

证 明 设 we WW(m). 因为 09 es C1, 根据 延 拓 定 理 2.3.1, 存在 
五 := Eu € Wi(R") 满足 式 (2.6.6). 由 定理 1.5.1 的 结论 (5) 和 通 近 定 
理 2.2.1 知 , wm = 由 /my 严 E CP(R"), 在 WW2(R") 中 um 一 二 再 由 定 
理 2.6.4 知 , |um 一 woua" < Cllum 一 uh.pan. 于 是 存在 u* € C*(R")， 
在 C"(R") 中 um 一 w*. 由 极限 的 唯一 性 知 , 在 Q 上 vw = 五 = 如 几 
乎 处 处 成 立 . 又 因为 umleage < Cllumlipa", 所 以 


len < Cllallean. 
此 式 结合 式 (2.6.6) 就 得 到 所 要 的 估计 式 (2.6.13). 证 毕 . 


2.6.3 Morrey 空间 , Riesz 位 势 与 Hilder 连续 函数 


定理 2.6.6 仅 保证 了 当 p > n 时 , W2(9) 中 的 函数 是 Hilder 连续 
的 . Morrey 发 现 , 当 p < n 时 , 如 果 W?(O) 中 的 函数 再 有 一 些 其 他 性 
质 , 也 是 Halder 连续 的 . 

设 1 < p < oo. 称 函数 1 e M?(), 若 存在 正常 数 KK, 使 得 对 任意 
的 尽 >0 及 任意 球 Br, 都 有 


人 lf(zjldz < KR"O-M/n). 
lana 
MP(PD) 称 为 Morrey 空间 . 对 于 fe Mz(O), 定义 


】 
Wo =inr {Ks Frm sar < Ke va 
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对 于 pe [0,1 和 fe Li(9), 定义 了 的 Riesz 位 势 
Wal® = 人 -eraye)daw ren 
hs 
引 理 2.6.1 设 有 界 ,f EMP?(0),o =p-!<p, 那么 
VDala < B=, vzen, 
其 中 d= diam(D) 表示 0 的 直径 . 
证 明 ”把 / 零 延 拓 到 9 之 外 , 并 定义 


v=/ oy= ,essan 


WZ w= 人 Jasy 


ly- 
lpDato < [Dlay 
= 人 eol 
Bu(z) 


到 np 

大 ro-ndp 人 as 
a 

-人 pu-Dy(p)dp 


= Dud) +n(1—n 
< a fu +n(1— arm wororin 
1— 
= gS ao. 
引 理 2.6.2 设 9 是 有 界 西 区 域 , uc TVi(Q), 那么 
Ca 
lu(z) 一 us| < a 人 lz—yl' "|Du(y)ldy, ae.ren, (2.6.14) 


其 中 d= diam(9), S 是 只 的 任意 可 测 子 集 ，us = 于 su(z)dz. 
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证 明 。 先 考虑 ve CY(O) MTP3(O) 的 情况 . 此 时 , 显然 有 
一下 
uw-u) = Drulet ra)dr, myen. 
5 
关于 y 在 S 上 积分 得 


je 
Isllua(z) us] = — / 三 / ”Dratz+rajdr. 


定义 
{ IDru(z +rwo)l, z+rw en, 
V(z+rw) = 
r+rugn, 
则 有 
- VI 
-加 < 商人 人 Yet 


-B [Le 


Ee 

看 / 人 ve+roaadr 
四 一 nm| 

= 而 人 -or pa 


再 考虑 ue Wi(O) 的 情况 . 由 定理 2.2.3, 存在 weC? (9) 由 Wi(9)， 
在 Wi) 中心 一 uw 对 于 w, 有 


Ww (sl < Llpwt)l, Y en. (2615) 
利用 习题 2.14 知 
Me-w"ipst - puis ,< chp = Dulin — 0. 
a Ln 
这 说 明 在 (9) 中 
he-u"ipsiy — [eu "Dutay. 
k 8 


当然 在 8 内 也 几乎 处 处 收敛 . 又 因为 uj 几乎 处 处 收敛 于 u, 在 不 等 式 
(2.6.15) 中 令 j 一 oo 便 得 不 等 式 (2.6.14). 引 理 得 证 
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定理 2.6.7 设 风 有 界 ,wuE Wi(), 并 且 存 在 正常 数 天 和 as<1l 
使 得 对 任意 r>0 及 B.C 都 有 


类 1Duldz < Kr +e， (2.6.16) 
a, 


那么 当 a<1 时 weC°(N), 当 a=1 时 we Co(n) (局 部 Lipschitz 
连续 函数 空间 ), 并 且 对 于 任意 球 Br CD 都 有 
Qe = supu 一齐 w<CKr 


证 明 当 a<1 时 , 取 p=n/(1 一 a); 当 a=1 时 , 取 p=oo. 条 
件 (2.6.16) 说 明 Du e M?(Q). 取 j= 1/n, 那么 1/p< kh. 对 于 任意 的 
球 B.C 9, 利用 引 理 2.6.1 得 


|(WDuja-(z)l < 二 ra) JpDulwraJs<CKr，vzen， 
其 中 = 1/m 即 
hu "lalay < Ckre. 
此 式 结合 式 (2.6.14) 又 得 ( 取 5=9= B,) 
uD) -uml < Bh Duy < Ck we seB,. 
于 是 
lu(z) —u(W)| < lu(z) — up,|+ lu(y) — us,| < CKr®, ae.rzeB,. 


因此 , 对 于 几乎 所 有 的 z,y e 9, 只 要 > 地 3 并 且 Blz_y(z)C 9, 由 上 
式 即 得 
lu(z) — u(y)| < Cle — yl®. 


定理 得 证 . 


2.7 空间 Wi:(Q) 中 的 嵌入 定理 


.9 


2.7 空间 WA*(O) 中 的 嵌入 定理 


我 们 将 把 上 节 的 结果 推广 到 一 般 情形 , 所 得 结果 通常 被 称 为 嵌 人 ， 
定理 或 Sobolev 嵌入 定理 , 又 被 称 为 广义 Sobolev 不 等 式 ， 正 是 由 于 
Sobolev 空间 的 嵌入 性 质 , 使 得 Sobolev 空间 在 分 析 学 , 尤其 是 在 微分 
方程 和 积分 方程 的 研究 中 有 非常 重要 的 应 用 . 

为 了 证 明 上 的 方便 , 在 本 节 和 下 一 节 , 我 们 只 针对 性 质 “ 比 较 好 ” 
的 开 集 Q 来 研究 空间 W4(O) 和 遍 $(Q) 的 嵌入 , 而 对 于 一 般 开 集 的 情 
况 , 请 参见 第 2.13 节 . 

定义 2.7.1 设 X 和 Y 都 是 Banach 空间 . 称 义 嵌入 到 YY, 记 为 
义 乙 站 ,如 果 汪 可 以 被 视 为 Y 的 子 空间 , 并 且 存在 只 依赖 于 空间 X 
和 YY 的 正常 数 C, 使 得 


llzlly < Cllzllx, Yz eX. 
这 里 的 C 通常 被 称 为 嵌入 常数 . 
设 上 是 非 负 整数 , 记 
CE(9) = {ue C*(9) : Dru 在 上 有 界 ，Y lal < 上}， 
并 赋予 范 数 


lu = max sup|D°ul, 
lulosem = ms sup Ip?ul 


那么 CK(9) 是 Banach 空间 . 显然 有 
C*(W) 一 cf) — C*(N). 


定理 2.7.1 假设 n=1. 

(1) 当 有 界 时 , Wi(9) 一 C(t); 

(2) 当 9 无 界 且 是 有 限 多 个 开 区 间 的 并 集 时 , Wi (0) 一 Cu(D) := 
C(O); 

(3) 当 无 界 且 是 无 限 多 个 开 区 间 的 并 集 时 , Wi (0) 一 C(Q), 但 
是 不 一 定 有 Wi (9) 一 Co(D). 
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例如 , 取 9 =Uj>20,j 二 27")， 
让 (+ 让， 
u(z)= 
+i -zr, ze( 二 73 二 27-3)， 
那么 u 的 一 阶 弱 导数 存在 , 并 且 


-人 E+ 
z) = 
一 1，ze [+ 了 3 


+271)， 
显然 , we Wi(D), 但 是 v 无 界 . 
证 明 留 作 习题 . 


定理 2.7.2 设 Q 有 界 , Sn E Cl,P> 1 是 正 整数. 
(D 当 各 < 于 时 , 对 任意 的 1<g < np/(n 一 kp), 有 Wk(Q) 一 
Ta(D), 其 中 嵌入 常数 C 只 依 环 于 n, 上 ,p,q, 0; 
(2) 当 邵 =n 时 ,对 任意 的 1<g< oo, 有 WA(D) 一 Le(D)， 其 中 
嵌入 常数 C 只 依 球 于 np,g,9; 
(3) 当 p>n 时 ,WA(D) 一 Ce 区 -ef 人 ) 其中 
| 回 +1-， 如 果 n/p 不 是 整数 ， 
asa=1 7 多 
任意 小 于 1 的 正 数 ， 如 果 n/p 是 整数 ， 
并 且 嵌 入 常数 C 只 依赖 于 mu 有 Pasg. 


证 明 ”假设 we We(). 
(1) 因为 Deu e W2(9) 对 所 有 |B| < 上 一 1 成 立 , 由 定理 2.6.3 得 


Deuls-o< ClipSullipn < Clulkao VIB Sk—1, 
这 里 六 = mp/(n 一 玫 . 故 有 ve WA 1(D), 并且 
ulws <Clulkno- 
类 似 可 得 ue WA ?(9), 并 且 


Nulle-aps,.n < Cllullip.n, 
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98. 


其 中 
A 
pr pF npn 
重复 以 上 过 程 上 次 , 最 后 得 到 ve Lew(9), 并 且 


llullen < Cllullip,n 
成 立 , 其 中 qx = np/(n 一 kp). 又 因为 |Q| < oo, 所 以 
llulon < Cllullo.n < Clulswo- 


(2) 当 n = 1 时 , 由 定理 2.7.1 知 结论 成 立 ， 下 面 考虑 n> 2 的 
情况 . 

车 k=1, 则 p=n>2. 对 任何 1<q<o, 存 在 r 满 足 :1<r<p 
及 4g <nr/(n 一 r). 显然 有 , W2(9) 一 Wi(9), urn < Cllullipa. 而 
由 结论 (1) 又 知 , W2(9) 一 Za) ullan < Cllulhnn. 

如 果 大 > 2, 那么 pk 一 1) < n 并 且 w Du e Wh-!(Q). 利用 结论 
(1) 知 ， 


由 Duer(D)，lulhro<Clulsan V1Sr < n 


Ee 
一 全 -UDP 
同上 , 对 于 任何 1 < gq < oo, 存在 7 满足 : 1 <r <n 及 gg< nr/(n 一 7). 

由 绪论 (1) 知 , W2(9) 一 £9(9), lullan < Clwlhna- 
(3) 先 讨论 n/p 不 是 整数 的 情形 . 同上 可 知 , 只 要 tp < n (1 是 正 
整数 ), 就 有 


uE We!(Q), r=np/(n— lp). (2.7.1) 


取 1= 凡 , 则 ">n. 从 而 由 (2.7.1) 式 和 定理 2.6.6 知 


DueCt™"/"(W), vl<k-!l 


因为 
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所 以 
wu € CH- HH. 


再 讨论 n/p 是 整数 的 情形 . 取 ! = n/p 一 1. 同上 , u € W#-(Q)， 
其 中 r+ = np/(n 一 tp) =n. 由 本 定理 的 结论 (2) 知 


Due Lr(N), Yn<g<o, BSk-1-1=k—n/p. 
再 利用 定理 2.6.6 又 推出 
DueC'-"/(W), Yn<g<o, lB Sk-n/p—1. 
因此 
ueEC $e), vo<ac<l. 
最 后 , 估计 式 
hule-t-1+0 < Cllullna, YueWe(n) 


可 从 每 一 步 的 相应 估计 推出 (参阅 定理 2.6.3 和 定理 2.6.6 的 证 明 ). 
请 污 者 自己 检验 每 一 种 情况 下 嵌入 常数 C 关于 参数 的 依赖 性 . 
定理 2.7.3 设 有 界 ,p> 1, 大 是 正 整数 . 

(D) 当即 <n 时 , 对 任意 的 1 < g < np/(n 一 kp), 有 帘 $(9) 一 

La(), 并 且 嵌 入 常数 C 只 依赖 于 n,k,p,g,; 

(2) 当 如 =n 时 , 对 任意 的 1<g < co, 有 刻 8(D) La(Q), 并 且 

谈 入 常数 C 只 依赖 于 n,p,g, 0; 

(3) 当即 >nn 时 , 序 $(9) Ce-BI-1e( 加 ,其 中 


国 +1- 如 果 n/p 不 是 整数 ， 
0<a<ao=1 ?7 
任意 小 于 1 的 正 数 ， 如 果 n/p 是 整数， 


并 且 谋 入 常数 C 只 依赖 于 mu 大 Pa. 


2.8 空间 Wi#(D) 中 的 紧 说 入 定理 


应 用 时 , 需要 注意 定理 2.7.2 及 定理 2.7.3 关于 9 的 光滑 性 的 
差别 . 
注意 到 定理 2.3.2 的 (1), 同 于 上 面 的 讨论 , 我 们 有 


定理 2.7.4 假定 p> 1, 上 是 正 整 教 - 

(1) 当即 <n 时 ,对 任意 的 p<g<np/(n 一 kp), 有 WA(R") 一 
La(R"); 

(2) 当 kp=n 时 , 对 任意 的 p<g<oo, 有 Wt(R") 一 L9(R"); 

(3) 当即 >n 时 ,WE(R") 一 C4-[ 下 -He(R"), 其 中 

Lj ER 下 和 和 如 果 n/p 不 是 整数 ， 
0<agao= b ] 
任意 小 于 1 的 正 数 ， 如 果 n/p 是 整数 . 

这 里 的 峰 入 常数 C 同 于 定理 2.7.2. 

定理 2.7.3 和 定理 2.7.4 的 证 明 留 作 习 题 . 


2.8 空间 WX(Q) 中 的 紧 嵌 入 定理 


Sobolev 空间 的 紧 嵌 人 定理 , 为 研究 函数 列 的 收敛 性 提供 了 重要 工 
具 , 在 分 析 学 中 有 非常 重要 的 应 用 . 


定义 2.8.1 设 义 和 YY 都 是 Banach 空间 . 称 羡 紧 谍 入 到 Y, 记 
为 六 一 一 站， 如 果 太一 YY, 且 X 中 的 任 一 有 界 集 在 Y 中 都 有 收 北 
的 子 列 , 即 在 Y 中 是 准 紧 的 . 


我 们 先 讨论 W2(0) 的 紧 嵌 入 定理 . 
定理 2.8.1 设 只 有 界 ,99 EC1,1<p<n, 则 

本 (0) oo LO), V1 Sg <p =np/(n—p). 
证 明 第 一 步 固定 1<g <p". 注意 到 Q 有 界 , 由 定理 2.6.3 得 


Ws (0) = £7(0), lullen < Chullinn. 
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余下 的 是 证 明 W3(O) 中 的 任 一 有 界 列 fuw}>_， 在 Ze(O) 中 都 有 收 
伍 的 子 列 . 

第 二 步 利用 延 拓 定 理 , 我 们 可 以 在 R" 上 来 讨论 , 并 且 认为 对 所 
有 m, 都 有 sptfwnj E mo, 其 中 Qo 是 Re 中 的 一 个 有 界 集 还 可 以 
假设 


sup umlhos < oo (2.8.1) 
考察 光滑 函数 列 
mn >0, m= 2. 


同样 可 以 假设 spt{uh} & fo. 再 利用 注 1.5.1 的 (2) 以 及 式 (2.2.1) 和 
式 (2.8.1), 可 得 


sup hh oo < sup lumllip.no < o0. (2.8.2) 
我 们 断言 : 当 。 一 ,0+ 时 ， 
Wh 一 如 在 天 (Do) 中 关于 m 一 致 成 立 . (2.8.3) 
事实 上 , 当 uw 是 光滑 函数 时 , 有 
CA 
, 
= 人 人 和 one earedy 
4 
= -ef Prune -et) -vatay. 
于 是 
i: 
VAC 


< < 人 poldz 
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利用 逼近 知 , 上 式 对 于 wm < W3(Q) 也 成 立 . 因为 Qo 有 界 , 所 以 
Mum 一 wmlhoo < ellDPumlhoo < sClDumlnoo- 
根据 式 (2.8.1) 又 推出 , 当 e 一 , 0 时 ， 
赎 一 um 在 Li(Q0) 中 关于 mm 一 致 成 立 . (2.8.4) 
对 于 1<g <p", 运用 ZP 空间 的 内 插 不 等 式 , 我 们 有 
Nu, — unllen, < lu — wml ool 一 un， 


二 
0 0 


于 是 由 定理 2.6.3, 以 及 式 (2.8.1) 和 式 (2.8.2) 得 


ls 一 wmlaas < Cllus, — umllt oo 
这 里 的 常数 C 与 < 无关. 该 不 等 式 结合 事实 (2.8.4) 就 推出 断言 (2.8.3). 
第 三 步 证 明 
对 任意 固定 的 e > 0, 序 列 {us,} 一 致 有 界 且 等 度 连续 .、 (2.8.5) 
事实 上 , 对 于 zeR", 我 们 有 
A RA 
Be(z) 


< neler hun lho 
和 Ce 
lpus (ol < /Dream 
oo 
< 1pmela-llenlhms 


< Ce-etD. 


从 而 结论 (2.8.5) 成 立 . 
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第 四 步 固定 5 > 0. 先 证 明 存 在 {um} 的 子 序列 {um,}, 使 得 
ee Mum — uma la,no < 6 (2.8.6) 
根据 式 (2.8.3), 可 取 = > 0 适当 小 , 使 得 
Mum 一 wmllsoo < 13， 站 一 12 (2.8.7) 


固定 e. 因为 spt{wm} & Qo, spt{uh} e fo, 并 注意 到 结论 (2.8.5), 利 
用 Arzeli-Ascoli 定理 知 , 存在 {us} 的 子 序列 {u5,} 在 No 上 一 致 收 
剑 . 特别 地 ， 


lim sup llum, — um lan = 0. 
he 


此 事实 结合 不 等 式 (2.8.7), 便 可 推出 不 等 式 (2.8.6). 
分 别 对 5 = 1 二 二 … 应 用 不 等 式 (2.8.6), 再 运用 标准 的 对 角 线 
方法 可 知 , 存在 {um} 的 子 序列 {um,}, 使 得 


lim sup |um, — umsllane =0. 
[ 


定理 得 证 . 

现在 讨论 (Oo) 的 紧 谋 入 定理 . 

定理 2.8.2 设 人 有 界 , 90 Ee C1, 上 是 正 整 数 ,1 <p< oo. 

(1) 当即 <n 时, 对 任意 的 1<g<np/(n 一 kp), 有 WE(0) 一 一 
Za(D), 并 且说 入 常数 C 只 依 业 于 mu 有 Pig 

(2) 当即 =n 时 ,对 任意 的 1<g< co, 有 WA(D) 一 一 Ze(9), 并 
且 谈 入 常数 C 只 依赖 于 n,p,g,; 

(3) 当 kp>n 时 ,对 任意 的 0<a<ao, 有 HA(D) 一 一 Ce)， 
其 中 

Do 加 果 n/p 不 是 整 才 ， 


任意 小 于 1 的 正 数 ， 如 果 n/p 是 整 教 ， 
并 且 庶 入 常数 C 只 依赖 于 n,k,p,a, 9. 


2.9 ”Poincare 不 等 式 


定理 2.8.3 设 @ 有 界 , 大 是 正 整数 , 1 < p< o0. 

(当知 <n 时 ,对 任意 的 g< np/(n 一 kp), 有 Ws(o) -~ (0), 
并 且 庶 入 常数 C 只 依赖 于 n,k,p,g, 0; 

(23) 当 如 二 nn 时 ,对 任意 的 1<g < co 有 序 $(Q) 一 Lo(0), 并 
且 嵌 入 常数 C 只 依赖 于 n,p,g, 0; 

(9) 当 妇 >n 时 ,对 任意 的 0<a<ao, 有 饥 #(D) 一 一 C*- 人 I-+e(TD)， 


n n 
国 +1- 交 如 果 n/p 不 是 整 教 ， 
任意 小 于 1 的 正 数 ， 如 果 n/p 是 整数 ， 


并 且 谋 入 常数 C 只 依赖 于 mu 大 Pa 
这 两 个 定理 的 证 明 留 作 习题 . 


2.9 Poincaré 不 等 式 
定理 2.9.1 设 1<p<n, 并 记 pr 二 np/(n 一 p), 那么 
llulp-o < Cln, plDullpn, Vue Wo). (2.9.1) 
特别 地 , 当 |Q| < co 时 , 有 
lullan < Cln,p,g, WDullsn, Vue ti), 1<q<p; (292) 
当 Q 有 界 时 ,有 
lullan < 2n-Vrdiam(l Dullpn, Yue iQ). (2.9.3) 


证 明 ”因为 ue 遍 XD), 所 以 存在 we CP(o), 在 Wi(o) 中 
丰 一 性 把 ww 零 延 拓 到 页 的 外 部 , 则 内 < C 灾 (R")， 应 用 定理 
2.6.1 知 ， 
lusllpnsn = lusllpr pe < Cn, Pp) Dusllnar = Cn PDuslhan, 
lw — ulesn < Cln, PDus — Duillpe — 0. 
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这 说 明 在 I7"(9) 中 一 uw 故 ullpe,n < C(n,P)|Dullpa- 

如 果 |9| < oc, 那么 当 1 < gqg <p* 时 , ||ullan < Cln,p,g, llullpe,n. 
再 利用 不 等 式 (2.9.1) 知 , 不 等 式 (2.9.2) 成 立 . 

下 面 证 明 当 Q 有 界 时 , 估计 式 (2.9.3) 成 立 . 记 d = diam(9), 不 妨 
认为 页 c (-d,d)", 并 且 we Cg(O). 利用 


ws) = us,a0) = 上 Duulz, t)dt 

以 及 Hilder 不 等 式 易 得 

lula) < 4: Dru zn)Parn, 

3 
Ilulgo < (2d)r Dnully n, 
nllulpn < (2d)? DDeullsn = (2dy | Dullp ny. 
各 
由 此 得 估计 式 (2.9.3). 证 毕 . 
在 应 用 中 要 特别 注意 定理 中 三 个 式 子 右 端 常数 C 的 差别 , 第 一 式 


中 右 端的 常数 C 不 依赖 于 区 域 9 而 后 两 个 式 子 中 右 端的 常数 C 依 
束 于 区 域 9 


推论 2.9.1 在 定理 2.9.1 中 , 如果 从 = 下 ,那么 (2.9.2) 可 以 精确 
地 写成 


Ia < Cm pO) +e "el Duls,B,, V ue WB). 


证 明 令 z= ry, uv) = u(ry), 则 dz = r"dy, Du = rDzu. 
于 是 


ul = "sols, Deullp,s, = 7-1+™rlDyvll,s,. 
对 "在 B 上 应 用 不 等 式 (2.9.2) 即 可 . 证 毕 . 


定理 2.9.2 设 介 是 有 界 区 域 , 0 e C1, 1 < p< oo, 则 存在 正常 
数 C=C(p,), 使 得 


lu —uallpn < CliDullpa, Yue ws(n), (2.9.4) 
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其 中 un 是 册 在 全 上 的 平均 . 此 外 , 存在 正常 数 C = Cnm,p,g,Q), 使 得 
lu—unllan < CliDullpa, Vue Ws(m). (2.9.5) 
这 里 , 当 1<p<n 时 1<g<p*=np/(n-p), 当 p>n 时 1<g<o0. 
证 明 ”不 妨 认为 ua = 0 (车 不 然 , 可 以 对 u 一 un 进行 讨论 ). 用 反 
证 法 . 如 果 式 (2.9.4) 不 成 立 , 则 存在 um < W2(9) 满足 (um)o = 0， 
lumllpn > mllDumllpa, m=1,2,... 
Um 
令 wm= Tks 则 (wm)n =0,omllpn = 1 并 且 
IDvmllpn <1/m, m=1,2,.…. (2.9.6) 
利用 紧 嵌 人 定理 (定理 2.8.2) 知 , 存在 子 序列 {vm,}>，C {vm}>_, 以 
及 函数 ve Z(9), 满足 vn = olpo =1, 在 7(9) 中 vm 一 六 
另 一 方面 , 对 于 1< i<n 及 函数 $e CP(Q), 由 式 (2.9.6) 知 
记 vDiodr = im 人 miDrpdr = —, lim 人 GDivmdz = 0. 
这 说 明 Du 存在 并 且 Dv = 0 在 9 上 几乎 处 处 成 立 . 故 ve Wi(9). 
又 因为 m 是 连通 的 , 所 以 v 是 常数 . 再 利用 vn = 0 知 v = 0. 这 与 
lellpn = 1 的 事实 相 矛 盾 , 从 而 不 等 式 (2.9.4) 成 立 . 
应 用 嵌入 定理 和 不 等 式 (2.9.4) 即 得 不 等 式 (2.9.5). 证 毕 
定理 2.9.2 的 一 个 特殊 而 又 重要 的 情形 是 Q = Bp(z). 记 unz = 
于 eulz)dz- 
定理 2.9.3 存在 正常 数 C = C(n,p), 使 得 对 任意 的 TER" 和 
P> 0 都 有 
Nu — upsllp,s,ts) < CpllDullpase)，YueW2(Bo(z)) (2.9.7) 
又 车 1<p <n, 则 对 任何 ge [1,p"], 存在 正常 数 C = Cln,p,q), 
使 得 对 于 任意 的 zeER" 和 p>0, 有 


Il 一 wezllsaste < Co"* 3 SIDullss,(s), V ue Wi(B,(z). (2.9.8) 
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证 明 当 z= 0p= 1 时 , 由 定理 2.9.2 知 存在 正常 数 C = Cl(n,p)， 
使 得 
lu — uollss, < CliDullss,, Vue Wi(B). 
而 对 于 一 般 情形 we W3(Bp(z)), 令 v(y) = ulz + py), 则 ve Wi(B1). 
从 而 
lv ~ vollp,s, < ClDvllp,s,. 


再 换 回 变量 z 就 得 到 式 (2.9.7). 

再 证 不 等 式 (2.9.8). 当 p = 1 时 , 利用 嵌入 定理 及 式 (2.9.7) 知 , 式 
(2.9.8) 成 立 . 同上 , 做 尺度 变换 即 可 证 明 对 于 任意 的 p > 0, 式 (2.9.8) 
成 立 . 证 毕 . 


定理 2.9.4 设 是 有 界 区 域 , 90 E C1,1 < p< co, 则 对 于 任意 
给 定 的 常数 = > 0, 存在 正常 数 C = C(e,p, 0), 使 对 任何 满足 


I{z En: uz) =0)| > elnl 
的 ue H?(D)， 都 有 Poincark 不 等 式 ; 
Nullpa < ClDullpn. 


证 明 ”如 果 结 论 不 对 , 同 于 定理 2.9.2 的 证 明 可 证 , 存在 正常 数 = 
和 函数 um,u e W3(n), 使 得 


lI{z € 0 :un = 0)| 2 ln, 


Mumllpn = 1, Dumlpn < Wm, 
Mum —ullpn — 0, Du(z)=0, we.z eR. 
这 说 明 u 是 非 零 常数 . 于 是 
= 让 -updz 
0= ,im Jum — ul 
> ,lim hum — uPde 
fo 


> luPinf I{z EQ: wn =0)| >0. 


2.9 Poincaré 不 等 式 


这 是 一 个 矛盾 . 证 毕 . 
定理 2.9.1 可 以 推广 到 边界 迹 只 在 一 部 分 上 为 零 的 情况 , 这 就 是 下 
面 的 定理 . 


定理 2.9.5 设 1<p< oo, 是 有 界 区 域 , 99E C1,S 是 800 中 
的 一 块 曲面 , 那么 存在 正常 数 C = CUp, S,9), 使 对 任意 的 ue Wi(Q)， 
只 要 ?ouls =0, 就 有 


llulln < CliDully.n. 
证 明 第 一 步 证 明 对 于 任何 %e Cge(QU 5), 分 部 积分 公式 
J sprar = -uss, i= ln 0 
人 jn 


成 立 , 其 中 C 字 (QU 5) 是 空间 C~( 古 中 所 有 在 80 \ 3 附近 为 零 的 函 
数 构成 的 集合 . 

按照 迹 算 子 xo 的 定义 , 对 于 任何 在 WW (9) 中 收 伍 于 的 函数 列 
{w} c CD 都 有 Ihow - ?ouvllnon 一 0. 又 因为 ouls = 0, 所 以 
howlhas 一 0. 利用 函数 5 和 wu 的 光滑 性 及 分 部 积分 公式 知 


J sprwar = [ owe sas — [wDrods, il2 于 
局 有 有 


由 于 lw 一 ha 一 0 |howllms 一 0, 从 上 式 便 可 推出 式 (2.9.9). 

第 二 步 在 8 中 取 一 块 曲 面 矿 , 使 太 的 边界 到 5 的 边界 的 距离 大 
于 零 . 沿 着 三 在 9 的 外 部 黏 结 一 个 边界 属于 C1 的 有 界 区 域 G, 使 得 
1G| = lol 并 且 9* := QU G 的 边界 属于 C1. 显然 , 9* 是 一 个 有 界 区 
域 . 定义 函数 w: 在 内 w=w 在 G 内 w=0. 

下 面 证 明 wu* € W2(Q*). 显然 , we LP(Q*). 定义 函数 w: 在 了 
内 由 = Diw, 在 G 内 w= 0,i= 1,…,n, 那么 we IP(Q*). 为 证 
w € WW (0*), 只 需 证 明 w* 的 一 阶 弱 导数 Du* 存在 并 且 Diw* = w- 


第 二 章 各 向 同性 的 整 指数 Sobolev 空间 


对 于 任何 5 € CF(Q*), 显然 有 $e Cie(Q U S). 利用 等 式 (2.9.9) 
可 得 


Loo = [peart fw Gdr 
= [Dior =— [ opiuar 


六 人 pordz. 
是 


由 此 知 , Du* 存在 并 且 Daw* = ww- 
第 三 步 因为 |{z e 9* : u*(z) = 0}| > IQ"l/2, 对 ww 利用 定理 
2.9.4 知 , 存在 正常 数 C = CUp,9-")， 使 得 


lll: < CliDu ln 
根据 w 的 定义 , 从 上 式 便 推出 
lullpn < Clp, ON Dullp,n. 


因为 区 域 G 由 5 和 9 确定, 所 以 常数 C(p, 9*) 可 由 p,S 和 确定 . 
证 毕 . 

下 面 讨论 空间 Wa(R"). 设 we Wa(R") 几 LA(R"). 对 于 p=1, 由 
定理 2.9.3 得 


f haliy < co 人 Lp 
ji © Un 
<cp ( A oo 
<c(/ Ipuray) 


即 we BMO(R") 一 一 有 界 平均 振幅 函数 空间 . 空间 BMO(R") 中 的 
半 范 数 定义 为 


davomn) = , sop, fo le unlay, 
Bo(z)CR" / Bo(z) 


2.9 ”Poincare 不 等 式 105. 


见 后 面 的 定义 4.2.1. 
最 后 , 我 们 给 出 一 个 Poincaré 不 等 式 在 特征 值 的 估计 中 的 应 用 . 
考虑 pLaplace 方程 的 特征 值 问题 
- au) = ia-a 
{ div (|Vulr-?Vu) = Alulr-?u, x € nN, | 
w=0, ze on, 


其 中 p > 1, 和 是 参数 , 9 有 界 . 如 果 对 某 个 X 该 问题 有 非 零 解 w 则 
称 和 是 特征 值 , 对 应 的 非 零 解 u 被 称 为 与 对 应 的 特征 函数 . 


定理 2.9.6 对 于 问题 (2.9.10) 的 特征 值 和 , 下面 的 估计 式 成 立 : 
入 > ce(n, p)IQl?/". (2.9.11) 
证 明 ” 设 w 是 与 和 对 应 的 特征 函数 . 用 v 乘 以 方程 再 积分 得 
lvullsn = Ai- 
当 p <n 时 , 直接 由 Poincaré 不 等 式 (2.9.1) 得 
Ilwyo-mo< Cm pVulpn. 
利用 Halder 不 等 式 知 
gas (人 end Ia = 人 are_aaloPn。 
于 是 
Alulgaro -aalQP/s > Malga = Vuln > C-z(mllalRayts- 记 


因为 u 是 非 零 函数 , 所 以 估计 式 (2.9.11) 成 立 . 
当 p>n>2 时 , 取 g=np/(n+p), 那 和 1<g<ngsp= 
ng/(n 一 qg). 同上 , 由 Poincare 不 等 式 (2.9.1) 得 


lullne = lullngen-@.0 < Cln, OVullen. 
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利用 Halder 不 等 式 又 知 
valgasIole-anlvulgo = IoPnlvulga- 
因此 
Aga = lvulsn > Iarznlvalga > Cngloiwolulga- 
当 p>n 二 1 时 , 不 妨 认为 9 二 (0,4), 那么 
uo = [ oar, 
hap < et {wa 


[wrar < Ef tra 


Mullsn = llsn > pa ?hulls n 一 本 ?hello 


定理 得 证 . 


因而 


2.10 迹 定 理 ( 续 ) 


本 节 讨论 从 空间 W#(D) 到 空间 Ze(an) 的 嵌入 . 


引 理 2.10.1 如 果 ue Wi(R"), 那么 对 几乎 所 有 的 & E 有 ,函数 
wz) =u(z ,6) 属于 LI(R"-1), 并 且 


elhan- < luh as + DnulliRn. 


证 明 ”因为 CF(R") 在 Wi(R") 中 稠密 (定理 2.3.2), 只 需 对 
= 0, u€ CF(R") 给 出 证 明 . 利用 中 值 定理 知 , 存在 te [0, 1], 使 得 


人 fa = [hele Ole 
由 于 


4 
hua,0)| = < hae, d+ { lprule', Dan, 
l 


ur 一 下 Daufz'zjar| 
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在 R"-! 上 积分 上 式 得 
1 
lollzsea-9 < 站 ecoae+ 人 人/ |Dnu(z’, 7)ldrdzr’ 
1 
=/ 人 peemoanam+ 人 人 1Daatz',rjlardz 
< lullim" + Dnullim". 


引 理 2.10.2 假设 1<p <n, ue WA(R"), 那么 对 几乎 所 有 的 
€ERR, 函数 u(z') = u(z',E5) 属于 Le(R"!), 并 且 还 有 
lol 一 < Cllullipan. 
这 里 4= (n 一 1)p/(n 一 p), 常数 C 只 依赖 于 mn 和 万 
证 明 首先 证 明 , 若 ue Wi(R"), 则 w= lu e Wi(R") 并 且 
lol < Clipulls 


只 要 对 于 ue Cge(Rn) 给 出 证 明 即 可 . 令 + 二 p/(p 一 1), 那么 (q 一 1)r = 
np/(n 一 p). 先 利用 定理 2.7.4, 再 利用 Poincaré 不 等 式 知 


lulose < CIP 于。 (2102) 
再 利用 Halder 不 等 式 得 式 (2.10.1) 的 第 一 个 不 等 式 : 
lol = 有 pars hue elas < ChDulg lula 


因为 Piw = tqlul 呈 1Diu, 先 利用 Hilder 不 等 式 、 再 利用 式 (2.10.2)， 
可 得 式 (2.10.1) 的 第 二 个 不 等 式 : 


leo, Dwlian < ClDulls an». (2.10.1) 


MDrwlh ne < qlllul®™ "ge ll Diulpa" < Cl Dull a 
利用 引 理 2.10.1 于 w 立 得 


lullg nn < C (Mpullg alan + Dulls xn) 
< C (hulge + Duls se) - 
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引 理 2.10.3 假设 kp < mu E WE(R"), 那么 对 几乎 所 有 的 & E 
了 函数 v(z/) = u(z',€) 属于 Ls(R"1), 并 且 还 有 


lvlloa"—: < Cln, kp)llullspR", 
其 中 g=(n 一 Dp/(n 一 kp). 
证 明 ”对 wu 的 一 阶 导 数 利用 定理 2.7.4 知 , u € Wapjln_(x_pl 
(R"). 再 利用 引 理 2.10.2 可 得 结论 . 


定理 2.10.1 假设 Q 有 界 并 且 DB0 Ee Ck,P > 1 ip < mue 
WA(D), 那么 u 在 B0 上 的 连 Tou 属于 空间 Le(an), 并 且 


howlsao < Cllulsno- (2.10.3) 


这 里 , 当 务 <n 时 1<g<(n-D)p/(n 一 kp), 当 kp=n 时 1<g< oo, 
常数 C 只 依赖 于 mu 大 Dig 和 

证 明 第 一 步 讨论 kp < m 的 情况 . 因为 59 有 界 并 且 0 e C*， 
所 以 on| 有 限 . 因此 , 只 要 对 于 9 = (n 1)p/(n -= 如) 的 情况 证 明 结 
论 即 可 . 

因为 @ 有 界 , 按 定义 易 证 ( 见 定理 2.3.1 的 证 明 ): 存在 99 的 有 限 
开 歼 盖 {Qj]} 艺 ， 以 及 函数 和 : 可 一 : B, 满足 


(QiNN) = B+，mi(Qinan) = 已 ECG), $7! EC*(B). 


这 里 的 B 是 以 原点 为 心 的 单位 球 , B+ = {ye B :yn > 0}),P= 
BN {yn = 0}. 记 6 是 从 属于 开 覆 盖 {Q;} 入 1 的 一 个 有 限 C~ - 单位 
分 解 . 
先 对 空间 Ce(R") 中 的 函数 进行 证 明 . 如 果 we C8?(R"), 那么 
(GW) oy 1 e C$(B), 并 且 把 (Gao 和 零 延 拓 到 B 的 外 部 后 得 到 的 
函数 属于 C8(R"). 把 (Gujo@7 1 在 {yn = 0} 上 的 迹 记 为 wj. 注意 到 
由 和 (Cyu) 。 重 7! 在 B 的 外 部 都 恒 为 零 , 根据 引 理 2.10.3 知 , wj 满足 


hwsllap < Cl(Gu) o 7 ep, < Cilulkemn- 
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记 5; = Qjnan, 那么 = wjo 吕 ; 是 Gu 在 5; 上 的 迹 , 并且 
J twas,= [hot rst oy < By pest, av. 
局 | 上 


这 里 的 函数 Kj(y) 由 变换 z = 理 !(y) 确定 , 它 在 万 上 是 正 的 , Rj = 
maxp Kj(y). 由 此 推 知 


lwslles, < Cilulkena- 


由 于 w= Yu 所 以 4ou = 于 生 ,1 乌 , 从 而 


N x 
Ihoullaan < Do loslloon = Dllvsllss, < Chullspa. (2.10.4) 

了 1 了 1 
下 面 对 WA(o) 中 的 函数 进行 证 明 . 记 已 : Wt(Q) 一 WA(R") 是 
由 定理 2.3.1 给 出 的 延 拓 算 子 . 设 we W#(D), 那么 Eu e WA(R"). 因 
为 CPP(R") 在 WA(R") 中 稠密 , 故 存在 uy e CP(R"), 在 Wt(R") 中 
由 一 Bu. 对 于 wj 而 言 , 估计 式 (2.10.4) 成 立 . 因而 当 纪 7 一 :oo0 时 


low — qouillaan < Cllus 一 wma — 0. 


这 说 明 {xouj} 疙 , 是 Le(99) 中 的 一 个 基本 列 , 故 存在 Celam) 中 的 函 
数 , 记 为 ou 使 得 xou 一 ?ou 由 于 howllaan < Cllullipa", 并 且 
在 WE(R") 中 四 一 Eu, 所 以 


lhoullaan < CllEullipa" < Cllullep.o. 


第 二 步 讨论 如 =n 的 情况 . 容易 看 出 : 对 于 任意 的 1 < 4 < oo， 
存在 y :1<p <p, 使 得 kp <n 并 且 g=(n 一 Dp/(n 一 kp). 由 上 
面 已 证 结论 知 , 

IPeullsen < Clullezo- 


因为 py < 了 并且 9 有 界 , 由 上 式 即 得 不 等 式 (2.10.3). 证 毕 . 
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注 2.10.1 由 于 89 光滑 且 有 界 , 所 以 9 的 n 一 1 维 测度 有 限 . 
因而 

(1) 不 等 式 (2.10.3) 对 于 0<g<1 也 成 立 ; 

(2) 当即 >n 时 , 不等式 (2.10.3) 对 于 0 < g < oo 都 成 立 . 实际 
上 还 有 更 精确 的 结果 , 限于 篇 幅 , 不 再 详 述 


2.11 内 揪 不 等 式 , W*(Q) 中 的 等 价 范 数 

内 插 不 等 式 (内 插 定理 ) 是 分 析 学 中 的 一 个 常用 工具 , 在 偏 微分 方 
程 的 先 验 估计 中 起 着 重要 作用 . 

定理 2.11.1 (内 播 定理 ) 设 X,Y,2 都 是 Banach 空间 , X 一 一 
一 2. 那么 , 对 于 任意 的 < > 0, 存在 正常 数 C = C(e), 使 得 

llzlly < elzlx +C(elzlz，Yz exX. 
证 明 “如果 结论 不 对 , 则 存在 so > 0 和 zm EX, 使 得 
lemlly > eollzmllx + mllemllz. 
令 Em = zm/|zmjly. 则 1 > eollzmlx + mllzmnllz. 由 此 得 
(a) limllz <1/m, (b) lzmllx < 1/eo. 

由 (a) 知 , 在 空间 Z 中 zm 一 0. 由 (b) 知 , {mw} 在 六 中 有 界 . 所 以 


存在 {zm} 的 子 序列 {Em,}, 在 Y 中 收 伊 于 某 个 了 Ee Y c Z. 由 极限 
的 唯一 性 知 了 = 0. 又 因为 |zmlly = 1, 故 | 到 |ly = 1. 矛盾 . 

定理 2.11.2 设 有 界 , 9Q <e C1,1 < p< oo, jk 是 整数 并 且 
1 和 j< 大 则 对 任意 给 定 的 < > 0, 存在 正常 数 C = Cle,kjp,n,0)， 
使 得 

Mullipan < ellullspa + Cllulli-1p0, Yuewz(O). 

证 明 ”逐次 应 用 定理 2.8.2 知 , Wt (0) 一 一 Wi (09) 一 一 Wi!()， 

再 利用 定理 2.11.1 即 可 . 


2.11 内 插 不 等 式 , W:(Q) 中 的 等 价 范 数 “1. 


定理 2.11.3 在 定理 2.11.2 的 条 件 下 , 对 于 任意 的 0<e<1, 存 
在 正常 数 C = C(e,p,n,0), 使 得 


liDiullpn sellDeulso+Clulao，YueWA(D). 
证 明 ”重复 利用 定理 2.11.2 得 , 
lbeoseslulkao+Clulao，YusWx(o). 


对 于 5 = e/(1+e) < 1, 再 次 利用 定理 2.11.2 又 知 , 存在 正常 数 C = 
Cle,k,p,n, 9), 使 得 对 任意 的 ue Wt(9), 都 有 


lwle-aea < llullenn + Cllullan 
< dllulle-1pn + 6lDrullpn + Clullnn 
< elDrullpn + Cllullpn, 

lulle-ann < elD-tullpn + Cllullon 
< lprullpa + Clulno. 


重复 做 下 去 , 一 直 做 到 Diu 即 得 结论 . 证 毕 . 
推论 2.11.1 在 定理 2.11.2 的 条 件 下 , WA(D) 中 的 新 范 数 


3/ 
lsm= (f(r + otop)ar) 
与 通常 的 范 数 lullkp.n 等 价 . 
根据 Poincar6 不 等 式 , 在 刷 3(9) 中 范 数 |ullipn 与 新 东 6 数 Dullpa 
等 价 . 


定理 2.11.4 假设 0 有 界 或 者 人 = 及 ", 1 < Pir < o0, jk 是 整 
数 ,0<j<k,j/k<9<1, 并 且 满足 


了 区 和 
0) 3-2+0( 名 + 4; (211.1) 


() 当 n>pk 时 r<np/(n 一 pk)， 当 n<pk 时 r<o0; 
一 间 计 和 地 
a 有 时 下 <o< 天 让， 


3 | nr 
i A 
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那么 存在 常数 C = C(n,k,p,r, 记 9, 人 9), 使 得 
IDiulen < ClDrulg os, Vue we). 2112) 


再 利用 带 E 的 Young 不 等 式 又 知 : 若 0 < 9 < 1, 则 对 于 任意 给 定 的 
E>0 有 


lpiulan <elpeullpn+Ceoe-ollulno，Vue 记 SO 


如 果 @ 有 界 并 且 00 E Ck 对 空间 WA(O) 中 的 函数 而 言 , 相应 的 
内 插 不 等 式 是 


IDiulan < Clulaolula，Yvwe WA(D). 


如 果 上 二 1, 9 有 界 并 且 B0 E C1, 那么 内 插 不 等 式 (2.11.2) 对 于 
满足 un 二 0 的 ue Wi(D) 也 成 立 . 

注 2.11.1 假设 全 有 界 . 对 于 we 序 $(Q), 在 内 插 不 等 式 (2.11.2) 
中 取 r 二 g 二 p, 利用 Poincaré 不 等 式 (2.9.3) 容易 推出 

IDiullpn < CllDrulpn, 3=0,1,.… ,k—1. 
因而 ， 在 空间 久 (Q) 中 可 以 用 | Deullan 作为 范 数 . 

定理 2.11.4 的 证 明 ”一 旦 不 等 式 (2.11.2) 得 到 证 明 , 先 按照 定理 
2.3.1 的 方式 把 u 延 拓 到 R", 再 利用 已 证 结论 (0 = Rn 的 情况 ) 可 得 
第 二 个 结果 . 在 第 二 个 结果 的 基础 上 , 利用 Poincaré 不 等 式 便 得 第 三 
个 结果 . 

下 面 证 明 不 等 式 (2.11.2). 只 对 9 是 有 界 开 集 的 情况 给 出 证 明 , 其 
过 程 对 于 9 = R" 的 情况 也 成 立 . 

当 9 = 1 时 , 直接 应 用 嵌入 定理 即 得 不 等 式 (2.11.2). 当 9 = 0 时 ， 
一 定 有 j=0, 从 而 9 = ~ 不 等 式 (2.11.2) 显然 成 立 . 对 于 0 < 9 < 1， 
7 = o% 的 情况 .如 果 lul-.o = cc, 那么 式 (2.11.2) 显然 成 立 . 如果 
te Lem(9), 则 对 任意 的 m < co 有 ue L"(Q). 选取 ri /7 o0,q: 7 4 
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使 之 满足 定理 的 条 件 . 只 要 证 明定 理 的 结论 对 于 这 样 的 ri, gs 成 立 , 再 
令 i 一 oo 即 得 所 要 的 结论 . 因此 , 下 面 只 讨论 0<9<1r<o 的 
情况 . 

首先 , 由 g,r 的 取 值 范围 和 嵌入 定理 知 , W#(9) 一 W3( 人 2 站 "(9). 
因为 本 定理 的 证 明 篇 幅 较 长 , 我 们 从 其 证 明 中 分 出 两 个 引 理 . 

引 理 2.11.1 当 大 = 1,7= 0 时 ,定理 2.11.4 成立 . 

证 明 ”此 时 , 关系 式 (2.11.1) 成 为 


(2.11.3) 


不 等 式 (2.11.2) 成 为 
llullon < CIIDull&ollul (2.11.4) 


第 一 步 考虑 n = 1 的 情况 ， 因 为 9 > 0, 所 以 g > r， 如 果 对 
于 we CPP(9) 的 情况 能 够 证 明 该 引 理 , 再 利用 稠密 性 便 可 完成 引 理 的 
证 明 . 

设 we CSe(O). 取 开 区 间 (a,5), 使 得 9 € (a, 思 ,再 把 v 零 延 拓 到 
(a,b) \ 9. 那么 u(a) = ulb) = 0. 对 于 任意 的 m > 1 有 


hula)l = halo) (lal™) ee /™ 


= lor ([ Ear) “ 司 


= lufzjr ( [ ad ““ 别 


< war (f EE 


上 式 两 边 在 (a,8) 上 积分 得 


(nm 
luleas lalsa ( i oh) 5) 
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利用 Halder 不 等 式 知 


|f ies| < ( 六 “eras) 兴 ( A iconeodr) 人 


取 m>1 使 得 (m 一 1D)p/(p 一 1)=r, 即 m=1+r(p 一 1)/p. 再 由 关系 
式 (2.11.3) 可 解 出 9 = (gq 一 7)/(mgq). 将 这 些 结果 代入 式 (2.11.5) 即 得 
不 等 式 (2.11.4). 

第 二 步 考虑 n > 2 的 情况 . 

(i) 先 设 p < n， 由 g 的 取 值 范围 知 , r < 9 < np/(n 一. 记 
PP" = np/(n 一 pp), 利用 Poincaré 不 等 式 (定理 2.9.1) 得 


lullse,n < ClDullpn, Vue Wi(Q). 


对 于 <q < np/(n 一 p) =p” 以 及 由 关系 式 (2.11.3) 确定 的 6, 利用 
1 范 数 的 内 插 不 等 式 , 我 人 有 


Nullon < lhullg .ollullse < CDullg olulla. 


不 等 式 (2.11.4) 得 证 . 
全 再 设 p > n， 我 们 先 讨论 g9 > n/(n - 1) 的 情况 ， 记 h = 
,和 二 nh/(n 十 用 ,那么 有 =nh*/(n 一 可 ). 应 用 Poincaré 不 等 式 得 


rar = { uyar 
jn jn 
Ah 
<C* (/ Ipkwidz) 
jn 
pS AM 
< 页 (人 [TR a) ， (2.11.6) 


其 中 常数 C 仅 依赖 于 n,h, 9. 由 关系 式 (2.11.3) 得 -+ 天 = 场 >0, 
因此 hr < p. 对 式 (2.11.6) 的 右 端 应 用 Hilder 不 等 式 , 则 有 


人 ea < . (人 lpurar] (人 ra (2.11.7) 


2.11 ”内 播 不 等 式 , W:(9) 中 的 等 价 范 数 
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注意 到 号 全 = 霸 ，h = 9, 对 式 (2.11.7) 两 边 开 4 次 方 即 得 不 等 式 
(2.11.4). 

再 讨论 9 < n/(n 一 1) 的 情况 . 由 关系 式 (2.11.3) 知 与! < 十 = 
一 汪 二 震 . 由 p>n>1 又 知 ,9<1,r<g, 且 唯一 存在 9* e (6,1)， 
使 得 叶 ! = 二- 二 + 3 取 g 满足 wb 二 n/(n 一 1), 那么 


"+ 
” pn 了 


容易 验证 


_ np+n(p— Dr 
-> (2.11.8) 


利用 已 证 结果 (因为 gt 和 06" 满足 9"0* =n/(n 一 1)), 有 
lulle,n < Clpullgnlull ee”. (2.11.9) 


取 Ae (0,1) 满足 3 = 会 + 与， 则 由 LP 范 数 的 内 揪 不 等 式 及 式 
(2.11.9) 得 


lhullan < le 人 al < CDulIhuds 
易 验证 X" = 6, 因而 不 等 式 (2.11.4) 成 立 . 引 理 得 证 . 
引 理 2.11.2 对 于 上 =2,j=10=1/2, 定理 2.11.4 成 立 . 
证 明 ”此 时 关系 式 (2.11.1) 成 为 


式 (2.11.2) 成 为 
IDulen < ClP2ulz 人 ul. (21.10) 


显然 有 1/q > 1/p - 1/m, 于 是 W2(9) 一 WO)mZr(O). 
车 对 wu e Ce(Q) 能 够 证 明 估 计 式 (2.11.10), 再 利用 Cr(9) 在 
育 2(0) 中 的 稠密 性 可 知 , 式 (2.11.10) 对 于 ue 育 2(9Q) 也 成 立 . 
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假设 we Ce(9). 把 u 零 延 拓 到 R", 估计 式 (2.11.10) 等 价 于 
lpullens < CD?ul lu. (21111) 
如 果 能 够 证 明 存 在 绝对 常数 C (与 u,p, g 和 r 无 关 ), 使 得 


让 hran<cn 人 人 ipaz] ( 小 razj (2.11.12) 


那么 对 上 式 关于 其 余 变量 积分 , 并 利用 Halder 不 等 式 即 得 式 (2.11.11). 
下 面 证 明 不 等 式 (2.11.12)， 不 妨 认 为 p > 1. 如 果 p = 1 取 
1<piN 1, qs 9 使 之 满足 


对 于 这 样 的 ps 和 gq, 车 式 (2.11.12) 成 立 , 由 于 ue CP(9) 且 C 是 绝 
对 常数 (与 w pi, % 和 无 关 ), 令 i 一 oo 即 可 得 到 p = 1 时 的 式 
(2.11.12). 

我 们 先 考虑 有 限 区 间 [a, 相 上 的 积分 . 记 ! = ba. 对 于 ze 
[a,a 十 1/ 引 ,z2 € lb 一 1/3, 可 ,应 用 微分 中 值 公式 得 
aza) — u(r1) 


w 全 “mm 二 看 


， ZITST2. 
由 此 知 

hus (Dl < F(an)| + luz). 
对 于 任意 ze (ab), 我 们 有 

Is us) = (D+ he)| 

< [hueslar +t ue + aa 
上 式 先 关于 x 在 区 a+ 1 上 积分 再 关于 二 在 也 一 1/3 机 上 积分 
最 后 利用 Halder 不 等 式 可 得 

lo < [lucslas + EB ular 
uo 


em (rte) rue (f ra)". 
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上 式 两 边 gq 次 方 并 关于 z 在 (@,) 上 积分 得 
% 站 az 
f ras < co ( [ hse) 


ar 
+owr* (f urs) 四 (2.11.13) 


其 中 =1+g(1 一 1/p) > 1 C 是 绝对 常数 (与 u, p,q 和 无 关 ). 
现在 不 妨 假设 uzzllpa = 1, 并 且 认为 u 的 支 集 在 正 半 轴 . 如 果 能 
够 证 明 对 于 任意 的 L > 0, 都 有 


人 |ua(z)rdz < Co? (三 hpaz) ( bran) ， (2.11.14) 


其 中 Y= 9/(2p) 5 = 9/(27), C 是 绝对 常数 (与 u, p,q 和 r 无关 ), 然 
后 再 令 工 一 ,oo 即 得 不 等 式 (2.11.12). 

我 们 用 小 区 间 覆盖 [0, 刀 来 证 明 不 等 式 (2.11.14). 任意 固定 一 
个 较 大 的 正 整数 m, 先 取 fw, 引 = [0,5/m], 并 记 1= 5 一 a= Z/m. 对 于 
这 样 的 区 间 [a, 菇 , 如 果 不 等 式 (2.11.13) 右 端 的 第 一 项 大 于 或 者 等 于 第 
二 项 , 就 取石 = [0,L/m]j, 那么 


人 edzsacw ( 站 pa” <ac( 


如 果 不 等 式 (2.11.13) 右 端的 第 一 项 小 于 第 二 项 , 因为 h > 0, 我 们 可 以 
往 右 延长 区 间 [oa, 路 , 直到 不 等 式 (2.11.13) 右 端的 第 一 项 等 于 第 二 项 . 
把 这 样 得 到 的 区 间 记 为 五 , 则 有 


morar eacr (f lesar) (人 laras). 


总 之 , 对 于 这 样 确定 的 区 间 五 , 其 长 度 > L/m, 并 且 成 立 


人 roreee 人 的 :era 


(2.11.15) 
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以 五 的 右 端 点 为 起 点 , 依照 上 述 方法 确定 五 , 接着 是 13,…, 最 终 得 
到 五 ,有 ,Js (s < m), 它们 覆盖 ,如 ,并且 在 每 一 个 五 上 相应 的 不 
等 式 (2.11.15) 成 立 . 两 边关 于 i = 1,2,… ,s 求 和 , 注意 到 Y+5 = 1， 
应 用 离散 的 Hilder 不 等 式 便 可 推出 


六 luszjedz < 2Ces (2) 交 zc 安 (/ lespan (. rer) 
< se) +2c (EL hp) (FL ra) 
< 2Cm 人 +2C oa lsPds) ( 广 as). 


再 注意 到 h > 1, 令 m 一 oo 就 得 到 式 (2.11.14). 引 理 得 证 . 
继续 定理 2.11.4 的 证 明 ”对 于 k=2,j=1,1/2=j/k<0<1 
的 一 般 情形 , 此 时 式 (2.11.2) 成 为 


JPDulea < CID2ulgallul (2.11.16) 


关系 式 (2.11.1) 成 为 


由 引 理 2.11.2， 


IDullan < ClD2u Blu, (1.17) 


应 用 引 理 2.11.1 得 


IDullan < CID(DW ol Dullds = CIlDzule ol Dulllss. 


此 式 结合 式 (2.11.17), 就 推出 式 (2.11.16). 
关于 上 用 归纳 法 , 便 可 完成 定理 2.11.4 的 证 明 . 


2.11 ”内 播 不 等 式 , W$(Q) 中 的 等 价 范 数 
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定理 2.11.5 假设 Q 有 界 或 者 全 二 RR",1 < p< co, 大 是 正 整数 ， 
1/p 一 k/n<1/r<1,0<0,a<1, 满 足 


a=0(t-2) -0 


那么 存在 正常 数 C = C(n,k,p,r,0,a,n), 使 得 
lulan < Clprulls olullia!, vueWs(n). (2.11.18) 
如 果 全 有 界 并 且 BE Ck, 对 空间 W#(D) 中 的 函数 而 言 , 相应 的 
内 插 不 等 式 是 
lulan < ClulRanolulna，YueWY(O). 
如 果 上 = 1, 有 界 并 且 9Q < C1, 那么 内 插 不 等 式 (2.11.18) 对 于 
满足 un =0 的 weEW3(D) 也 成 立 . 


证 明 留 作 习题 . 
最 后 讨论 边界 迹 的 内 插 不 等 式 - 


定理 2.11.6 (边界 迹 的 内 插 不 等 式 ) 假设 mn 有 界 ,mn > 2, 80 E 
C1 又 设 1<p<o0, 当 p<n 时 p<g<pln 一 1)/(n-p), 当 p>n 
时 p< gq< oc, 那么 存在 正常 数 C, 使 得 对 于 任意 的 ue Wi(), 只 要 
un =0, 就 有 

houllsan < ClDulls ollulya, 

其 中 0=3+ 5 e (0,1]. 

证 明 记 r=p(q 一 了 )/(p 一 1). 对 于 ue G(R"), 我们 有 

hu(z, Oe =— 人 Dilulz, OF)dt = -4q [人 (lulu Da) (a at. 

上 式 两 边关 于 z' 在 R"-!1 上 积分 , 并 利用 Hilder 不 等 式 得 


luz, Ooan—: < qs Dulls lg ually a". 
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对 于 we WII(O), un = 0 同 于 定理 2.10.1 的 证 明 可 证 
houllsan < Chu ealul a 
因为 un = 0 利用 Poincare 不 等 式 lula < CllDullsn 知 , lulhnn < 
Clipullan. 因而 
Ihoullsan < ClDully lula (2.11.19) 
车 g=p, 那么 "=p, 0 = 1/4. 不 等 式 (2.11.19) 即 是 要 证 的 结论 . 
车 g >p, 则 > p. 利用 定理 2.11.4 可 得 (因为 un = 0) 
Nullnn < ClDulp alu vue wa(n), 

其 中 8 =n(q 一 p)/ip(q 一 1) e (0,1]. 将 该 估计 式 代入 式 (2.11.19) 得 


站 HB- 
lpoullwen < CliDullpn hullpn 


= ClDully ollulist, Yue Wi(N). 


QD0-}) 


2.12 空间 万 -!(O) 的 刻画 

本 节 讨论 经 常用 到 的 空间 (8), 即 而 (9) 的 对 偶 空间 . 我 们 
首先 强调 下 面 的 事实 : 

HR(N) 一 En) 一 五 -1(D). 

通常 用 (,-) 表示 (9) 与 而 (O) 之 间 的 对 偶 积 . 

定义 2.12.1 设 太 E 万 -1(D), 定 义 了 的 范 数 

lla-sem = sop {(f,w) :ue HS(O), ul mgm < 1}: 

定理 2.12.1(H-:(D) 的 刻画 ) Je -1(n) 当 且 仅 当 存在 函数 

9,1,… ,J"EL?(Q), 使 得 


(fv)= 上 人 tr0n) dr, VYve HIN). (2.12.1) 


2.12 空间 #-!(9) 的 刻画 


进一步 还 有 


» 本 
Ia = mr{ (人 rr :1 1" E LO), 


Ee 


满足 式 ea 中 (2.12.2) 


当 式 (2.12.1) 成 立时 , 我 们 通常 写成 f= /9 一 
特别 地 , 当 fe L2(Q) 时 , ||-tcm) < 上 filam, 并 且 


(1 9) = (fo = rs vve Hi(N). (2.12.3) 
证 明 (1) 如 果 存 在 函数 19， 族 ,，…，/fJ" < [2(9), 那么 按照 
(2.12.1) 定义 的 了 € 互 -1(D). 
(2) 给 定 ww e 而 (O), 定义 内 积 
(wv) = ou: pet wr. 
设 1 e #1( 人 ), 由 Riesz 表现 定理 知 , 唯一 存在 函数 ve 而 (9), 使 得 
flerem = ul 县 


(wo) = (1,0), Vve RN), 


即 

ho Dv + uw)dz = (fu Vv e FR(M). 

lo 
取 
P=w = Du i= 
则 式 (2.12.1) 成 立 , 并 且 
3 
= 站 = 区 . 12. 
Na = Jullaseo (全 Da 加 (2.12.4) 


(3) 假设 fe #1(Q), 并 且 存在 9g,91 
(fv)= 人 人 十 Buon) dz, Yve FI(M), 


Ed 


9g" EL2(9), 使 得 
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的 
(fy) ( 人 Des) lelmam，vve HR(O). 


因此 
四 ya 
la- < ( 站 Bre) . 


再 利用 式 (2.12.4) 知 , 式 (2.12.2) 成 立 . 

(4) 当 fe 2(Q) 时 , 式 (2.12.3) 的 右 端 定义 了 码 (Q9) 上 的 一 个 
连续 线性 泛 函 , 因此 等 式 (2.12.3) 成 立 . 取 9 = f,f'=0,i= 1,…,n, 
由 式 (2.12.2) 知 上 7llm-:o) < /flan 证 毕 . 


2.13 嵌入 定理 的 补充 和 反例 


在 前 面 的 嵌入 定理 中 , 我 们 总 假设 9 有 界 并 且 要 求 gn e C1, 这 
完全 是 为 了 证 明 简便 而 已 ， 事 实 上 , 对 于 边界 90 具有 适当 正则 性 的 
开 集 9 (不 需要 有 界 , 边界 也 不 需要 属于 C1), 前 面 的 一 些 嵌入 定理 仍 
然 成 立 . 鉴于 学 时 和 篇幅 的 限制 , 这 里 只 叙述 相关 结论 , 而 不 给 出 烦琐 
的 证 明 . 

我 们 也 通过 例子 来 说 明 , 前 面 给 出 的 一 些 嵌入 结果 是 最 优 的 、 不 
可 改进 的 . 

2.13.1 集合 的 光滑 性 

定义 2.13.1 称 开 集 Q 具有 强 局 部 Lipschitz 性 质 , 如 果 存 在 正 
数 5 和 M, 以 及 00 的 一 个 局 部 有 限 开 履 盖 {Uj}, 使 以 下 性 质 成 立 : 

(1) 存在 正 整数 N, 使 得 任意 N +1 个 U5 的 交 是 空 集 ; 

(2) 对 于 任意 满足 |z 一 y| < 6 的 点 zy € {2 EQ :dist(z,00) < 6}， 
都 存在 了 使 得 zy € {z EU; :dist(z,80;) > 6}; 

(3) 每 个 0 都 对 应 着 一 个 以 M 为 Lipschitz 常数 的 Lipschitz 连 


2.13” 获 入 定理 的 补充 和 反例 
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续 函 数 内 : R" -1 一 ， 民 , 通过 改变 学 标的 顺序 , 集合 Qn Di 可 以 写成 
NANU = {rz EU :zn > (zz)}. 


按照 定义 容易 验证 , 具有 强 局 部 Lipschitz 性 质 的 开 集 一 定 具 有 锥 
性 质 . 


2.13.2 一 般 开 集 情形 的 嵌入 定理 


定理 2.13.1 ([1, 定理 5.4], [2, 定理 4.12]) 设 Q 具有 锥 性 质 , 
访 是 非 负 整数. 

(当即 <n 时 ,对 于 任意 的 p<g<np/(n 一 kp), 有 Wi+*(0) 一 
8(D)， 其 中 内 入 常数 C 只 依 炉 于 mi 有 ,Pig 和 决定 Q 的 锥 性 质 的 有 
限 锥 ; 

(2) 当即 =n 时 ,对 于 任意 的 p<g< oo, 有 W321*(9) 一 Wi(9)， 
其 中 庶 入 常数 C 只 依赖 于 mk,g 和 决定 2 的 锥 性 质 的 有 限 锥 . 特别 
地 , WI*"(0) C(O); 

(3) 当 kp > nn 时, WZ**(Q) 一 G2(0). 又 若 具有 强 局 部 Lips- 
chitz 性 质 , 那么 当 (上 一 1)p<n<kp 时 


Wi**(Q) Cie (WD), VO<agk—n/p; 
当 m = (人 一 1)p 时 
WHOD) ~ Cio(W), YO<a<l. (2.13.1) 


此 外 ,对 于 n= 上 -1 且 p=1 的 特殊 情形 , 当 a=1 时 嵌入 (2.13.1) 也 
成 立 , 这 里 的 嵌入 常数 C 只 依 斥 于 n,k,p,a 以 及 上 的 强 局 部 Lipschitz 
性 质 . 

当 开 集 9 具有 有 限 测度 时 , 上 面 的 嵌入 结果 (1) 和 (2) 对 1 <g <p 
显然 成 立 . 

定理 2.13.2 ([1, 定理 6.2], [2, 定理 6.3]) 设 Qo 是 Q 的 一 个 
有 界 开 子 集 ,了 和 大 都 是 非 负 整数, 1 < p < oo- 
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(1) 如 果 中 具有 锥 性 质 , 那么 

当 kp < n 时 , 对 任意 的 1 <g<np/(n 一 kp), 有 Wi+*(Q) 一 一 
Wa (Mo); 

当即 =n 时 ,对 任意 的 1<g < oo0, 有 Wi+*(Q) 一 一 W3(90); 

当 p> n 时 , 对 任意 的 1 < g < co 有 Wi+*(9) 一 一 CE(90)， 
WE*(Q) es Wi (Qo); 

(2) 如 果 具有 强 局 部 Lipschitz 性 质 , 并 且 kp > m 那么 

当 (kk 一 1])p < n < kp 时 ， 对 任意 的 0<a < 上 -n/p, 有 
WE**(0) 一 一 CreGio); 

当 nn = (k 一 1)p 时 ， 对 任意 的 0 < a < 1 有 Wit*(0) 一 一 
Co); 

(3) 如 果 用 序 3+4() 代替 WZ1(Q),， 上 面 的 紧 谍 入 也 都 成 立 . 
2.13.3 反例 

例 2.13.1 ”对 于 p > 1, lp = mn 的 情况 , 我 们 将 构造 一 个 函数 
WE WZ(BR), 但 是 ug Lx(Br). 因此 , 当 kp=n 时 ,对 于 p<g<oo 
的 嵌入 WA(O) 一 Lx(9) 不 能 推广 到 WA(D) 一 Lx(Q), 除非 p = 1， 


k=n. 


取 ulz) =In(In 短 ). 显然 we L<(Br). 利用 归纳 法 容易 验证 


lol a 
Du -PO ‘(mE) ， 


其 中 Paj(z) 是 = 的 分 量 z1,… ,zn 的 lal| 次 齐 次 多 项 式 . 因为 p = 
mn/k 我 们 有 
网 
IDeutz)P< > Kaylzl-"el/s 人 a) 
于 是 


lal fa/ aR\ 
Pdr < CS hm 一 Pda 
re <c25 人 ( 2) P po 


2.13 ”嵌入 定理 的 补充 和 反例 


如 果 lal < k, 那么 上 式 的 右 端 一 定 是 有 限 值 . 如 果 lal = A 令 o = 
加 罩 , 则 有 


lal jo 
有 1Deu(z)jPdz < z 人 oipdo. 


由 于 p > 1, 故 上 式 右 端 是 有 限 值 . 因此 ue WA*( Ba). 有 趣 的 是 , 这 里 
的 函数 x 不 依赖 于 上 和 p. 

例 2.13.2 假设 (k 一 Dp<n< kp. 如 果 a > 大 一 na/p, 我 们 可 以 
构造 丽 数 we WA(BR), 但 是 wg Ce(BA). 因此 , 当 (k 一 Dp<n<kp 
并 且 a > 一 n/p 时 , 没有 形 如 WA(Q) 一 C*(WD) 的 嵌入 . 

事实 上 , 取 满足 一 n/p < p<a,u(z) = |zl* 即 可 . 

例 2.13.3 假设 n= (k 一 1)p 并 且 p > 1， 我 们 将 构造 函数 
WE WZ(Ba), 但 是 wg C1(Bn). 因此 ,除非 p=1 并 且 n= 上 -1 对 
于 0<a< 1 成 立 的 嵌入 WA(D) 一 C*(T) 不 能 推广 到 a = 

事实 上 , 取 wz) = |z|in (In 智 ). 由 于 当 |z| 一 0 时 


nm (hm) 一 = 


El 


lz) = uO)| _ 
lz—0l 
所 以 ug Co1(Bn). 同 于 例 2.13.1 可 以 证 明 uw E Wk(Ba). 

例 2.13.4 如果 9 是 没有 锥 性 质 的 无 界 开 集 , 那么 对 于 g > p， 
WE(9) 不 能 被 嵌入 到 Lr(9). 这 样 的 反例 非常 复杂 , 有 兴趣 的 读者 可 
以 参见 文献 [1] 的 定理 5.30 (文献 [2] 的 定理 4.46). 

例 2.13.5 设 zo e 90. 如 果 对 于 任何 正 数 都 有 


lim (OB _ 


3 0, 


Ee 
就 称 点 zo 为 9 的 一 个 指数 尖 点 . 如 果 Q 有 一 个 指数 尖 点 , 并 且 g > p， 
那么 WZ(9) 不 能 被 嵌入 到 Le(Q). 具体 例子 可 以 参见 文献 [1] 的 定理 
5.32 (文献 [2] 的 定理 4.48). 
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2.14 作为 Banach 代数 的 空间 WA(O) 


给 定 两 个 函数 u,v < WE(9), 一 般 来 说 , 它们 的 乘积 uv 不 一 定 属 
于 W&(Q). 然而 对 一 些 特殊 情况 , 利用 嵌入 定理 可 以 证 明 uv 必定 属 
于 WA(o). 

定理 2.14.1 设 9 具有 锥 性 质 ， 如 果 kp > mn 那么 对 于 任意 的 
VE WA(Q), 我们 有 uv E WA(Q), 并 且 存在 正常 数 C = Cln,k,p,V)， 
使 得 


luvllisp,n < Clulenaollvlenoy (2.14.1) 


这 里 的 V 是 决定 9 的 锥 性 质 的 有 限 锥 . 
证 明 ”只 需 证 明 对 于 la| < 上 ,成立 


人 IDeGua)mdz < CellslR analolg ao， 


其 中 Ca = Ca(ln,k,p,V)， 先 假设 we C™~(Q)， 根 据 Leibniz 公式 
(1.8.2), 
Drlw)= 7 (®) pape au. 
Bea 有 
因此 , 只 要 证 明 对 任何 8 < a,lal < 上 估计 式 
大 1DeuDe-euldzs Coalu 殿 aollelean 
成 立即 可 , 其 中 Cae = Ca,a(n,k,p,V). 
根据 嵌入 定理 , 对 每 个 8 : ||<k, 存在 正常 数 Ca=C(B,n,k,p,V)， 
使 当 
全 一 IlB)p<m pgrsnp/n—(k— IoDp), 
或 者 
人 -IaDp=m p<r<o0 


2.14 ”作为 Banach 代数 的 空间 WA(Q) -127. 


时 , 有 
人 IDpeurdaz< Callwlisn, Vwewt(n), (2142) 
而 当 (k 一 |8)p > n 时 ,有 
paulleo < Collwllep.n, Vwewe(n). (2.14.3) 


设 m 是 满足 (k 一 m)p > n 的 最 大 非 负 整数 . 如 果 |8| < m, 则 
(k 一 Bl)p > m 从 而 由 (2.14.3) 得 


六 1DeuDe-evPdz < C8lulRaolDe-eolza 
< Colhuli sallole nn. 
类 似 地 , 如 果 la 下 <m, 则 
人 IDeuDe-enPdrs CP_alulRaallolR so- 


如 果 |B| >m 并 且 |a-B|>m, 那 么 |8|>m+1 并 且 |a-B| > m+1 
一 定 成 立 . 所 以 n> (一 |B)p, n> (k 一 la -Bl)p, 并 且 
nk lA)p ,n—(k-la-Bp_ 2 Qk-lo)p eo pl 
加 n n n 


故 存在 > 和 下, 满足 1/r+1/m = 1 和 


np np 
7 <p < Ft A PSrp< Me 


利用 Halder 不 等 式 以 及 式 (2.14.2), 我 们 有 


k |DeuDe-eu|Pdz < ( 上 Jpeuraz] “ ( . Ionrearoaa 


< Cy Calallulli pollo sn. 


因此 , 对 于 we C~(9) 和 we We(Q), 式 (2.14.1) 成 立 . 
对 于 weW#(9) 的 情况 , 由 定理 2.2.3 知 ,存在 ujeC™(9) 站 WA(0)， 
在 是 (9) 中 uw 收 伊 到 u. 再 由 上 面 已 证 的 结论 知 , {ujv} 是 WA(O) 


第 二 章 “各 向 同性 的 整 指 数 Sobolev 空间 


中 的 Cauchy 列 , 因此 在 W*(Q) 中 wu 收敛 到 某 个 函数 w， 又 因为 
即 >n, 所 以 ve Co(D). 于 是 
lw — wollpn < lw — wvlpn + (ws — wvllpn 


< lw — wvlpn + lvlloe.nllus — ullpn — 0. 
由 此 知 , 在 LP(R) 中 心 = wv, 从 而 ww =we WA#(D), 并 且 


lluvllepn = Jim, luvleno 
& C Jim, llwllepallvllenn 


= Cllulenaolvleoo- 


定理 得 证 . 

我 们 指出 , Banach 代数 WA(Q) 有 单位 元 当 且 仅 当 9 的 测度 是 有 
限 的 , 即 函 数 e(z) = 1 属于 Wt(9) 当 且 仅 当 |Q| < oe. 然而 , 测度 有 
限 且 具有 锥 性 质 的 无 界 开 集 是 不 存在 的 . 


2.15 关于 嵌入 常数 的 补充 


从 上 面 的 讨论 我 们 已 经 看 出 , 嵌入 常数 (不 等 式 右 端 的 常数 ) 一 般 
情况 下 会 依赖 于 开 集 9. 但 是 在 一 些 特殊 情况 下 , 嵌入 常数 可 以 不 依 
赖 于 Q. 嵌入 常数 是 否 依赖 于 9, 在 偏 微分 方程 的 研究 中 是 非常 重要 
的 , 在 2.9 节 关于 特征 值 的 估计 (定理 2.9.6) 中 我 们 已 经 看 到 了 这 一 
点 . 本 节 再 给 出 几 个 右 端 常 数 不 依 赖 于 9 的 不 等 式 . 

1) 加 权 Poincare 不 等 式 . 假设 we CPe(O), 那么 


wi(z) 
[er < ms | Duoas, vem, n>2, (2151) 
| a 
/二 再 miz 一 dzs4 人 Du dz， 天, n=2.(2.15.2) 


证 明 ” 先 把 u 零 延 拓 到 9 的 外 部 , 再 利用 以 y 为 心 的 球 坐标 


2.15 ”关于 嵌入 常数 的 补充 129. 


(pw), 分 别 把 |z 一 yl-?dz 和 |z 一 yl?(In|z 一 yl)-?dz 写成 


0 na 
Ep dpdw， 若 n>2 


lz—y ?dr =p" dpdw = 


lz —y ?nl —y) ?de = p71(Inp)-?dpdw 
= -站 (np idpde 若 n=2. 
在 R" 上 积分 , 利用 分 部 积分 把 导数 妨 转 到 uz, 再 利用 Cauchy 不 等 
式 即 可 证 明 不 等 式 (2.15.1) 和 (2.15.2). 
类 似 的 方法 可 以 证 明 : 车 p> 0,4 天 mw 那么 
lu(a)p pf lou 人 
/Eh pi] [EE vyeR", ue CF(N). 
(2.15.3) 
2) 空间 遍 3(Q) 中 的 内 插 不 等 式 . 假设 开 集 Qc R?, 那么 
Malta < lullgialhualaalo lan < $lulal Dulo, Vue ae). 
(2.15.4) 
证 明 ”只 需 对 ve CSe(O) 证 明 该 结论 . 把 u 零 延 拓 到 9 的 外 部 , 取 
zo ER, 使 得 maxz w?(z,y) = 如 (zo,y). 那么 
a2) =2 ula, vuslz, dz = -2 本 ,Wdz. 
mpl) =2 neler = -人 Goal 
由 此 推 知 ， 


mx 可 < 人 could 
同 再， 
maxesy) < [hele se Wl 
因而 
teardy < [mso 人 mscadr 
< leslaray 人 oldy 


< use llus lamas la ne. 
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因为 在 9 的 外 部 v = 0, 故 (2.15.4) 成 立 - 
利用 (2.15.4) 还 可 以 推出 : 若 Q c R3, 那么 


本 9 
lal&o < ul TT lussllan < 3-2lulBal Pula, vue Wn), 
9 六 上 9 
lullBn < 351ivs lan < 次 Iowa vue W3(n). 
后 
提示 : 利用 


J swear, ssedam sa，vewecyGea 
有 有 


3) 空间 序 }(9) 中 的 内 插 不 等 式 : 


1 五 mm 2 
Iaro < 3 I hss vue Wito)， (2.15.5) 
了 


证 明 ”同上 , 只 需 对 ue CYe(R") 给 出 证 明 . 仍然 把 u 零 延 拓 到 
人 的 外 部 . 
当 n=1 时 ,利用 


ulz) = ul(s)ds = J u'(s)ds 
即 得 结论 此 时 ,ulsara = un). 
下 面 假设 n > 2, 并 且 结论 对 于 n -1 成 立 . 我 们 用 归纳 法 证 明 ， 
结论 对 于 n 也 成 立 . 注意 到 
mex lel zn) < $ {hese (ean) lar, 


利用 Hilder 不 等 式 以 及 n = 1 时 的 已 知 结论 和 n 一 1 时 的 归纳 假设 ， 


我 们 有 


fora < fon. (fuer)™ (1 


a 
< (mh ss) HL hl, 
到 


有 6 人 ， he la 站 ll 京 


= OW 


习题 
在 本 章 的 习题 中 ,除非 特别 声明 我 们 总 假设 99 适当 风疹 - 
2.1 设 1<p< oo, we W2(0,1). 直接 证 明 
i up 
i fn 
lun -un < -we (f es)", ae nye (ol) 
2.2 设 n>2, 取 = BB, 是 RR" 中 的 单位 球 ,a >0. 考察 琴 数 
“= bl, = eon 


直接 计算 知 古典 导数 


a 
[rm 


Deu= -offs lpul= ,#0 
试 证 明 : 
(1) 当 a+1 < n 时 ,u 关 于 z; 的 弱 导 数 就 是 Diu, 并 且 Du < LO); 
(2) 1Dul e LP(9) 当 且 仅 当 pla + D) < 
2.3 设 n> 2,0 = BB,. 证 明 无 界 函 数 w= loglog (1 二 证) s W2(9). 
2.4 证 明 遍 $(O) 是 Banach 空间 . 


2.5 假设 上 是 正 整数 , 9 是 有 界 区 域 并 且 BE C*. 证 明 


序 $(0) = {we WS(0) :在 @ 外 到 零 值 的 延 拓 评 E WPx(Rn)}- 
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2.6 证 明 注 221. 
2.7 证 明 引 理 2.3.1. 
2.8 假设 1 < < oc, une 序 }(O). 利用 定理 2.5.3 和 定理 2.5.4 的 结论 以 及 
定理 2.5.1 的 证 明 思 路 , 证 明 ut,u-, |ul, maxfu zj € 亢 (Q). 
2.9 证 明定 理 2.5.8. 
2.10 举例 说 明 当 p = 1 时 , 定理 2.5.9 的 结论 (2) 不 成 立 . 
2.11 设 fm€ L~(R"), 并 且 Jo ar 关于 m 有 界 . 试 证 明 对 于 任何 加 定 的 
PE (1,00), 存在 子 列 {fmy} C {fm} 以 及 了 E L~(R"), 在 [.(R") 中 
和 一 了 
2.12 设 n=1,1 <p < oo, we WW2(0,1). 试 证 明 u 与 一 个 绝对 连续 丽 数 几乎 
处 处 相等, 并 且 它 的 古典 导数 we( 几 乎 处 处 存在 ) 还 属于 LP(0,1). 提示 : 利 
用 定理 2.5.11 的 证 明 方法 . 
2.13 证 明定 理 2.6.2. 
2.14 设 从 有 界 . 对 于 了 E C(D) ,定义 


Van = 人 be = "(ldy. 
试 证 明 Vy(z) e LA(), 并且 Vilhua nes IOPY"I7lh.a- 这 里 的 ww 
是 单位 球 的 体积 - 
2.15 把 定理 2.6.7 的 结果 推广 成 整体 结果 : 假设 Q 有 界 , 29 € Cr ue Wi(n). 
又 设 存在 正常 数 K 和 a (a < 1), 使 得 
大 IDuldz < KRe-ite，VY Ba CR", 


则 当 a < 1 时 we C"( 国 , 当 a=1 时 we Cm(T) (整体 Lipschitz 连续 
函数 空间 ), 并 且 还 有 
Man < Cln, a, WK. 
2.16 证 明定 理 2.7.1、 定理 2.7.3 和 定理 2.7.4. 
2.17 证 明定 理 2.8.2 和 定理 2.8.3. 
2.18 应 用 分 部 积分 证 明 内 插 不 等 式 : 


Jipwrar<e(f 中 着 从 ea ， vauecCFO. 


2.19 验证 不 等 式 (211.8). 

2.20 证 明定 理 2.11.5. 

2.21 设 R 有 界 , 9 e C1', p,q > Tue (Oo e Wi(D)、 试 证 明 uv e 
We(9), 其 中 


1+1—1>0, 
p ran 
法 


1 


吉 2 
"=minfpe)， 当 万 + 了 一 元 <0 时 
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3.1 Fourier 变换 
为 了 定义 实 指数 Sobolev 空间 , 我 们 先 简单 介绍 Fourier 变换 及 其 
基本 性 质 . 
3.1.1 L(R") 函数 的 Fourier 变换 
设 we LI(R"). 称 
a = mh [Oe ar 
为 u 的 Fourier 变换 ， 0 ay) = 大 四. 称 
ii(y) = 本 yk azjemydz 


为 二 的 Fourier 逆 变换 , 有 时 又 记 iiy) = 天 四. 
易 证 , 当 u e Li(R") 时 , 站 让 E ey 并 且 
,< ya 


[ee 
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135 


为 了 把 上 述 定义 扩展 到 [2(R") 函数 , 我 们 需要 证 明 下 面 的 定理 . 


定理 3.1.1 若 wEZIR) 门 Z2(R"), 则 四 让 Z2(R"), 并且 Par- 
seval 等 式 


佑 la = lillane = llullzm" (3.1.1) 


成 立 . 
证 明 首先 ,车 vwe LR"), 则 十 面 e Lx(R"), 并 且 


/woaaaz= /aetnay GD 
局 网 


对 于 = > 0 及 丽 数 ve(z) = eeP, 利用 


pa _ my (lu 
人: de= (7) ep (ME), t>0, 


= (Coreep(- we E). 

再 利用 式 (3.1.2) 得 
A 
/mea 


对 于 we I(R") 由 12(R"), 记 wv(z) = 可 -zx),w =usv, 这 里 吉 表 
示 u 的 复 共 办 e. 不 难 证 明 


可 得 


oje (- EE Ek (3.1:3) 


we Li(R") CR"), H= (27)"/2T € Le(R"). 
因为 
0) = eh (Des, 


所 以 妆 = 垣 曾 = Re 又 因为 ww 易 证 
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由 于 站 > 0, 在 式 (3.1.3) 中 令 = 一 0+ 便 推 知 站 Li(R"), 并 且 
人 ao = neat) 
于 是 
人 apa=ao= 人 wenCadz= 人 ipar 
同 理 可 以 讨论 忌 证 毕 . 
3.1.2 [2(R") 函数 和 广义 函数 的 Fourier 变换 


利用 Parseval 等 式 (3.1.1), 我 们 可 以 定义 L2(R") 函数 的 Fourier 
变换 . 

设 we ZL2(R"). 取 序 列 fusj 和 <c LA(R") 由 L2(R"), 在 L2(R") 
中 w 一 习 根据 Parseval 等 式 (3.1.1)， 


| — Slamn = Flu — wha ne = ux — wlan 


这 说 明 { 私 }， 是 成 (R") 中 的 基本 列 , 因而 在 2(R") 中 有 极限 ， 
把 它 的 极限 定义 为 u 的 Fourier 变换 在 容易 证 明 去 不 依赖 于 通 近 
序列 {ux} 必 ， 的 选取 ， 按 同样 的 方式 可 以 定义 u 的 Fourier 递 变换 
六 EL2(R"), 并 且 疼 也 不 依赖 于 通 近 序列 {ux} 沁 ， 的 选取 . 此 外 ,对 于 
uwE L2(R"), Parseval 等 式 (3.1.1) 仍然 成 立 . 

定理 3.1.2 设 wve 12(R"), 则 有 

(D fen uvdz = ; 

(2) 对 于 任意 的 多 本 指标 a, 只 要 Dou E L2(R"), 就 有 Dou = 
(iy)?"B 

(3) 车 uve Di(R") 由 LZ(R"), 则 下 usa = (27)™/2@ 人 0 

(9) 4 = 国 , w= Fl. 

证 明 (1) 设 uve 12(R"),zeC, 则 有 


有 十 zw 旧 gn = 及 十 他 及 gn. 
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展开 得 
/ (laf + lev + Uav + uD)dz = 人 (可 P + [二 P 十 看 二 十 az 司 dy 
略 A 

再 利用 Parseval 等 式 , 从 上 式 便 可 推出 

/ Gae+suadz= 人 (2B0+z0D)dy. 

fi 四 
分 别 取 2 = 1,i, 并 把 所 得 结果 相 加 得 

人/ dz 一 人 ay- 


(2) 先 设 u 是 具有 紧 支 集 的 光滑 函数 . 分 部 积分 得 


Fruly) = 本 mm 人 Deu(z)je-evdz 
1)lol 
训 品 = 人 az)De(e-try)dz 
到 Ba 人 azjeresiy)edz 
= (iy)°a(y). 


再 考虑 满足 Deu < L2(R") 的 函数 u. 取 fuj] 祷 ， 是 具有 紧 支 集 
的 光滑 函数 列 , 在 L2(R") 中 uw 一 u. 那么 , 对 于 任何 具有 紧 支 集 的 
光滑 函数 p, 我 们 有 
lim 后 PPDeujdz = co 器 人 Depdz 


i 


= 人 prodr 
局 
这 说 明 在 Lx(R") 中 De 由 一 Dru. 再 利用 


.mo pd = {Brip") -Flpru)ay 


知 , 在 L2(R") 中 FID*wj] 一 下 Dao. 
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由 于 p 是 具有 紧 支 集 的 光滑 函数 , 所 以 Do5(y) = (iy)*Z. 因而 
吉 人 FID dy = Jim, / oDrwdr 
本 con/ 好 Depdz 


= Ga uDepdr 


一 CO 人 二 元 Deepjdy 
局 
= (~DNiel CT 
CD/ au 

= /orazav 
由 此 知 , 在 (R") 中 Dw 一 (gj* 立 由 极 限 的 叭 一 性 知 , FIDe 
= (iy)°f. 

(3) 的 证 明 留 作 习 题 


(4) 容易 看 出 , 车 wv e Li(R") 站 L2GR"), 则 


人 zar= 人 vi 


成 立 . 根据 L2(R") 函数 的 Fourier 变换 的 定义 , 取 通 近 可 知 上 式 对 于 
wv E L2(R") 仍然 成 立 . 同时 还 用 = 无 柯 . 再 利用 结论 (1) 得 


.Tle [war= {Fae= wer 


对 所 有 ve L2(R") 成 立 . 故 有 u = 天 1! 同 . 同 理 可 证 u = 六. 证 毕 . 
下 面 , 我 们 定义 广义 函数 及 其 Fourier 变换 . 
首先 定义 速 降 函数 空间 S(R"), 它 是 由 具有 如 下 性 质 的 Cx(R") 
中 的 函数 yp 构成 的 集合 : 对 于 任意 的 多 重 指标 a 和 任意 的 正 整 数 上 
都 有 


sup (1+ |z|)*|D"y| < o0. 
zeR" 
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在 S(R") 中 定义 收 伊 性 (拓扑 ): 设 wm,P E S(R")， 称 在 S(R") 中 
ym 一 * 9, 如 果 对 于 任意 的 多 重 指标 a 及 任意 的 正 整数 k 都 有 


supll+ lzD)*ID*pm(z) — DeP(z)| — 0. 


空间 S(R") 中 的 元 素 称 为 速 降 函 数 . 

显然 有 , S(R") C Z2(Rn). 

定理 3.1.3 大 : S(R") 一 S(R") 和 大 1: S(R") 一 S(R") 都 
是 连续 的 , 并 且 还 都 是 满 单 射 (一 一 映射 ) 

定义 S'(R") 为 S(R") 的 对 偶 空 间 , 通常 又 称 S'(R") 为 广义 函数 
空间 , S'(R") 中 的 元 素 称 为 广义 函数 . 现在 定义 S'(R") 上 的 Fourier 
变换 和 首 变 换 . 设 we S'(R"). 对 于 pe S(R"), 因为 FE S(R"), 所 以 
他, 网 有 意义 . 按照 

(wD), pv ES(R") 
的 方式 就 确定 了 S(R") 上 的 一 个 线性 泛 丽 ， 又 因为  ; S(R") 一 
S(R") 是 连续 的 , 所 以 这 个 泛 函 也 是 连续 的 . 故 唯一 存在 S'(R") 中 的 
一 个 元 素 , 记 为 立 使 得 
们 内 = (uD, vve SR"). 

定义 全 为 u 的 Fourier 变换 . 对 于 u e S'(R"), 同 理 可 以 定义 u 的 
Fourier 道 变换 让 

定理 3.1.4 下 : S'(R") 一 S'(R") 和 fF-! : S'(R") — S'(R") 
都 是 连续 的 和 一 一 的 


3.2 实 指数 Sobolev 空间 WH*(R") 的 定义 和 基本 性 质 


本 节 , 我 们 先 用 Fourier 变换 来 刻画 整 指数 Sobolev 空间 H*(R"), 
青 由 此 引入 实 指数 Sobolev 空间 H*(R"), 最 后 讨论 H*(R") 的 基本 性 
质 . 对 于 ue L2(R"), 用 到 表示 _ 的 Fourier 变换 . 
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定理 3.2.1 假设 大 是正 整数 
(D 车 we H*(R"), 则 (1+|y2)* 3G(y) e L2(R"), 且 


/2 


(1 + I) lon" < Cllulaecan); 


(2) 若 (1+ v2)* a(y) EL2(R"), 则 we Hr(R"), 


/2 


lulases < CI(1 + lvl) lam. (3.2.1) 


证 明 (1) 假设 we H*(R"). 因为 对 任意 满足 |8| < k 的 多 重 指 
标 8, 有 Deu e (Rn), 并 且 


DeulBm。 = Douln. = (iy) Pola 
= 人 opapay= 人 np 队 lwPasiapaw 
局 阁 
取 扇 = 及 由 =0,i 记 我 人 有 
1peulas = [lulaPay. 
A 
于 是 
ha raray = {G+ lv) lopeay 
局 周 
< c+ aray 
是 
Re 
局 
< nC|DSulB a" + CI es 
< Clhulliineery. 


(2) 设 (1+ |y?)*?a(y) e L2(R"). 对 于 任意 满足 |8| < 的 多 重 
指标 B, 记 ws = (iy)?@, vs = iig, 欲 证 vg = D3u. 事实 上 , 对 于 任意 
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的 ge Cg(Rn), 有 
人 peotr =- 人 Di 人 5 

= 人 am = 人 ec 9 (iy)e: 

= oe 

= coof. au-COn 人 ey 


所 以 Deu = vg. 

现在 证 明 式 (3.2.1). 首先 ， 
Il = 到 1Daulav = > lvalins = D> los 人 mv、 (3.2.2) 

JIS 6lSk 
而 
luwsl? = lp)a82 < lvl*9al? < (1+ |?) lp € ZI(R)， 

故 wa € 12(R"), 并且 lasllags < 1(1+ 包 门 ”alasw, 再 利用 式 (3.2.2) 
知 , 式 (3.2.1) 成 立 . 证 毕 . 

根据 定理 3.2.1, 空间 H*(R") 还 可 以 定义 为 

RD) := {u € L2(R") : (1+ lye) ne L2(R"))}, 


(+ ly) Saha. 


人 ullwwea := 

这 就 启发 我 们 如 下 定义 实 指数 Sobolev 空间 HH*(R"). 
定义 3.2.1 设 sER, 定义 实 指数 Sobolev 空间 : 
H'(R") := {ue SR"): (1+ lv) Re L2(R")}, 


:= (1+ lv) Salam. 


ul 


易 知 , 若 * > 0, 则 HH*(R") 一 L2(R") 并 且 uzae") < lullatew)- 
对 于 se 及 及 une Hs"(R"), 定义 


他 四 mv 一 人 (1 + lv) “ay) Fy)dy. 
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不 难 验证 (umrav) 满足 内 积 的 定义. 


为 了 简化 符号 并 节省 空间 , 从 现在 开始 至 3.3 节 结 束 , 在 范 数 和 空 
间 中 都 略 去 R". 例如 , 把 范 数 |"ta") 和 上 -||z.a" 分 别 简写 成 | -1 
和 小 .|, 把 空间 H*(R") 和 L?(R") 分 别 简写 成 7* 和 到 , 等 等 . 

定理 3.2.2 Hs 是 Hilbert 空间 . 

证 明 ”为 了 证 明 #1* 是 Hilbert 空间 , 只 需 证 明 #* 关于 范 数 上 mv 
是 完备 的 . 假设 {um}~_， 是 万" 中 的 一 个 基本 列 , 即 当 m,k 一 oo 时 


2 


mly) — (1+ vl)" 


(1+ ly) (Wl 一 0. 


这 说 明 {(1+ 四 ”Gn(y)}>_， 是 三 中 的 基本 列 , 因而 在 £2 中 (1+ 
Iy) ”2 收 伍 于 某 个 w. 记 于 = (1+ lyP) -2uw, 易 证 云 ES" 于 是 


= 大国 ESs，(1+lyP)w=ume 
即 we ,并 且 在 到 中 ， 
(1+ om — w= (1 +) 
亦 即 在 H* 中 wn 一 u. 证 毕 . 
定理 3.2.3 Ce 在 H* 中 稠密 - 
证 明 ” 先 证 明 S 在 7* 中 稠密 . 定义 8* 到 [2 的 线性 变换 : 
Tu = FI + ye)"). 


根据 #* 的 定义 及 Parseval 等 式 , ulav = Tulla. 这 说 明 T* 是 保 范 
的 , 故 是 单 射 . 再 证 明 T* 是 满 射 . 对 于 任 给 的 u。€ 到 ,由 站 性 知 ， 
阳江 家 (+ 局 P)-w2 ES u:= 了 -tlw eS5'. 于 是 


=w=f,(1+ I) ,a1+ y= € L2. 
因而 , we H* 并 且 


Tu = FI + Iv) = FI = ww 
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这 说 明 T* 是 满 射 , 从 而 是 满 单 射 . 记 T* 的 道 变换 为 7 * 利用 定理 
3.1.3 易 知 , T*S C 8, TS Cc 5. 给 定 ue H', 则 Tsue Lx. 由 于 5 
在 L? 中 稠密 , 故 存在 vj e S, 使 得 lw 一 7T*ulls 一 0. 这 样 就 有 
Tw — une = (Tw; — wl = lv; — T"ulls — 0. 
因为 T-*wj € 5, 所 以 8 在 H* 中 稠密 
再 证 CF 在 S 中 关于 范 数 | | 稠密 . 取 定 一 个 大 于 s 的 正 整 
数 及 因为 S c H*, 由 定理 2.3.2 知 , Cge 在 S 中 关于 范 数 .ws 稠 
密 . 又 因为 || < 上 ar, 所 以 Cge 在 Ss 中 关于 范 数 |. 也 稠密 . 
车 记 到 是 C 字 在 H* 范 数 下 的 完备 化 空间 , 那么 而 = H*. 
定理 3.2.4 假设 uujE 有 8",v,vj EH, 并 且 在 H? 中 四 一 au 
在 HH 中 册 一 那么 


pm [v5 


.0) Ty) dy; 
同时 还 有 
.wiey < hull 
证 明 ”首先 , 改写 
.ww = {wt +l) + ly) "dy. (3.2.3) 
周 卫 
因为 在 下 中 思 一 岂 在 下 * 中 四 -一同 所 以 在 至 中 
BW + ye) — Gy) (1 + yf) 全 (Asu)(y), 
H+ 0) 一 BW) + le) S (A (y). 
由 此 及 式 (3.2.3) 得 
a 人 vow = [0 sy = 人 aioay 
显然 有 


| ad 委 ‖4sullzl14-sela = llullae ola-.. 
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定理 3.2.5 如 果 vE HH, 那么 
Il 人 zi = 加 Jae. 
证 明 ”对 于 we 17, 同上 定义 线性 算 子 
(4 = lw)(L + ly ), 
那么 4。 :11 一 太 是 保 范 的 ,当然 是 单 射 对 于 任 给 的 u. E 12, 若 
记 w= 天 -uo()(1+|y)- 习 , 则 we Hs 并 且 Asu = uw。. 这 说 明 4。 
是 满 单身 因而 它 的 逆 算 子 4;! : [2 一 11 存在 . 
对 于 ve 用 记 v(y) = (4-sv)(y), 那么 we D2, lwllza = 
olla-。, 并 且 
lela = sup /90) mtdy. 
pe 交 上 


对 于 ue H', 若 令 g= Asw, 则 |glz= lullw 并 且 w 一 9 是 一 一 的 . 
因此 


Il 


日 


.dn ay 


= sup 人 ia 


定理 3.2.6 设 yp(u) 是 H* 上 的 一 个 线性 连续 泛 函 ,那么 存在 叭 


一 的 ve H-", 使 得 
四 = 人 人 ait， vuem, 
Il = lol 


证 明 考虑 上 面 定义 的 映射 4。 : H* 一 , [2, 并 简 记 u 
那么 w= As1u,, uae = 四 lu, 并 且 451 : [2 一 H* 是 满 单 射 . 按 
照 如 下 方式 定义 L? 上 的 一 个 泛 函 Zu): 


Plu.) = p(As iu) = ¥(u). 


3.3 HH*(R") 中 的 嵌入 定理 、 内 插 不 等 式 和 内 在 范 数 


显然 5 是 L? 上 的 线性 连续 泛 函 .由 Riesz 表示 定理 知 , 存在 唯一 的 
weEL?, 使 得 


Ge) = [may Yu er, 
并 且 1B = lwla. 于 是 
v=Plu) = {WG + lp) mdy, ve 有 
加 
着 记 stz) = 天:foto)(L+ up, 则 ay) = wy)(L+ up) 并 且 
人 FoPa+rbpr 由 = 人 opPan 四 = 人 ao 
因为 wz 所 以 we 4-* 并 且 loln-， = lel 故 有 
人 ee) 
lel = Tue = orp, us = I = hell = Il- 


证 毕 . 
由 定理 3.2.4 和 定理 3.2.5 知 , 对 于 给 定 的 ve 有 1-*, 泛 函 


四 = 人 ziody 
是 不 上 的 线性 连续 泛 函 ,并 且 


lol= sup vl) = sup [Aoi = holla. 


再 利用 定理 3.2.6 知 , H* 是 H* 的 对 侦 空 间 . 


3.3 H*(R") 中 的 嵌入 定理 、 内 插 不 等 式 和 内 在 范 数 
本 节 讨 论 空间 1* 中 的 说 入 定理 、 内 插 不 等 式 和 内 在 范 数 . 
3.3.1 嵌入 定理 


我 们 在 第 二 章 中 的 2.7 节 和 2.8 节 讨论 了 空间 WA(O) 的 嵌入 定 
理 , 本 节 讨 论 空间 H* 的 嵌入 定理 . 
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定理 3.3.1 当 s>t>0 时 , H* 一 Ht. 
证 明 ”因为 s>t, 所 以 


lal = (1 + ye) "ala < M1 + lo) "a 


a = lullw- 
定理 3.3.2 如 果 s>n/2, 则 有 Hs 一 Cs 
证 明 ”因为 s > mn/2, 所 以 (1+|yP) “Ee Lx. 于 是 , 当 uwe H? 时， 
Dy) = (1+ wy ) (1 + lv) Say) e Li. 
因此 , Fourier 变换 的 反 演 公式 成 立 : 
ulz) = Ej 人 (ye Ydy, 
并 且 u 在 R" 上 连续 . 同时 还 有 
+) G+) "ayeray 


业 
如 poll” Gr 


al 


< Cill(1 + ye) al + ly) "al 


= Clula. 
定理 3.3.3 假定 人 是 非 负 整 数 , s > n/2 二 大 那么 H* Gk. 
证 明 设 we ,8 是 多 重 指标 , 则 当 al < 大 时 ， 
Deue Hl Hk Ch, 
故 we OF. 同 于 定理 3.3.2 的 证 明 ， 
sup. ID?u(a)| < Clpaule-m 
如 
1 
PC-Ia0A 
=c([ lr) Boulray) 
的 
-leDya pn 
=c (far) yaray) 


<o (f+) m+ br) opay) 


= Cllulla:. 
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定理 3.3.4 假设 = 上 +n/2+ 入 大 是 非 负 整数 , AE (0,1), 则 
H* CHA, 

证 明 ”因为 和 >0, 所 以 s > 上 +n/2. 由 定理 3.3.3 知 H* 一 Ck. 
再 证 当 |8| = 时, D9u 是 具有 指数 和 的 Hilder 连续 函数 . 事实 上 ， 
根据 


Diu(z +h) — DAu(z) = a ff Ay) Gy) [ety — er] dy, 
由 Halder 不 等 式 得 
Deee+ 月 -Dentals vhs {. Po) le -ld 


0 a 
< mae/ ro) dy 


Ne ya 
<chlw (人 二 Ca) ， Ga 
ww 
1(h) := I(h,n +2A) = a a 
车 能 证 明 7(h) = C(n, 和)|h|，, 再 结合 式 (3.3.1) 便 得 
1Deulz+ 间 一 Deulzjls Cllullae lah. 


这 说 明 Du 是 具有 指数 和 的 Hilder 连续 函数 . 
下 面 证 明 7(h) = C(n, 和 Ih 全 . 设 尺 是 Rr" 上 的 一 个 旋转 变换 , 则 
iCRA) 1 2 一 m 一 2， 
rien = 人 so Pi ay 
= / lm Ply" dy 
局 
= [pe 
图 


= 1(h). 
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这 说 明 1(h) 在 旋转 变换 下 是 不 变 的 . 用 尺 表示 把 h 旋转 到 hh 轴 上 
的 变换 , 并 记 e = (1,0,… ,0), 那么 


I(h) = 1(RA) = 1(Ihle) = J eies — Ply" ay. 
Gs 
令 Ihly=z, 我 们 有 
1 = [le IP "Snes = Pr() 
要 

由 于 在 |z| = 0 的 附近 

|ees 一 下 -2 = O(z|-"+a0-)， 
而 当 |s| 一 ee 时 

ee ll 品 oO(ls-™2), 

并 且 和 > 0, 所 以 I(e) < oo. 故 有 I(h) = CA. 证 毕 . 
3.3.2 内 播 不 等 式 和 内 在 范 数 


我 们 先 讨 论 空间 H*(R") 中 的 内 插 不 等 式 . 
定理 3.3.5 设 s<r0e (0,1),we H", 则 we H9+0-0r, 并 且 


ullwwro-wr < ually ll. 
证 明 ”利用 Halder 不 等 式 得 
lullwwre-wr = ( 人 (1 二 lv) "roy) 才 
172 
= ( . [ep (+ ye)" (ap (1 + ay) 
< (fra ryan) (fmt) 


= ul lll. 


3.3 HH*(R") 中 的 嵌入 定理 、 内 播 不 等 式 和 内 在 范 数 
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推论 3.3.1 设 0<s<r<p, 则 对 于 任意 的 & > 0, 存在 常数 
C=Cle) > 0, 使 得 对 所 有 we Hr, 都 有 


lular < ellullne + Cle)lule. 


证 明 ”存在 9€ (0,1), 满足 r=bs+ (1 一 9)p. 利用 定理 3.3.5 及 
Young 不 等 式 便 推 得 


llullar < 攻 二 


产 1/e . 
- (ez) “GS mv] 


-om 
eulw+e 人 (5) lel 


故 结论 成 立 , 证 毕 . 

接 下 来 , 我 们 讨论 空间 #7*(R") 的 内 在 范 数 . 利用 Fourier 变换 描 
述 H*(R") 及 其 范 数 , 从 数学 的 角度 看 非常 简单 明确 , 在 推导 嵌入 定理 
及 范 数 的 内 插 不 等 式 时 也 非常 方便 . 但 是 这 种 范 数 不 是 由 函数 的 自身 
结构 直接 确定 的 , 而 是 由 它 的 Fourier 变换 给 出 . 对 于 不 少 函 数 , 求 它们 
的 Fourier 变换 是 非常 困难 的 , 尤其 是 复合 函数 的 Fourier 变换 , 没有 现 
成 的 公式 可 用 . 因而 , 给 出 一 个 用 函数 的 自身 结构 表示 的 H*(R") 范 数 
公式 是 必要 的 . 另 一 方面 , 在 一 般 开 集 Q 上 也 没有 Fourier 变换 . 为 了 
在 一 般 开 集 Q 上 定义 Sobolev 空间 H*(9), 并 保持 H*() 与 H*(R") 
的 一 致 性 , 也 需要 对 1*(R") 给 出 一 种 脱离 Fourier 变换 的 描述 方式 . 

为 此 , 我 们 先 证 明 三 个 引 理 . 

引 理 3.3.1 设 s = 上 十 N 其 中 大 是 非 负 整 数 , 入 E (0,1), 那 
么 u E€ HH* 的 充分 必要 条 件 是 u E H* 并 且 D3u Ee H* 对 所 有 满足 
局 = 大 的 多 重 指标 B 成 立 . 同时 还 存在 常数 C > 0, 使 得 


1 
tll < hulls + D> 1 < Cl (3.3.2) 
Er 
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证 明 。 先 设 ue H*. 因为 。 > k, 由 说 入 定理 知 ue H+. 注意 到 
1554| = lyPal 利用 不 等 式 : 


We(1 + yl)* < (1+ yp 
知 , 当 |8|= 上 时 
10 + MDS < lve(1 + ly lo < (1+ Pet € D2, 

即 Dau eH. 必要 性 得 证 . 

利用 不 等 式 : 

{1+ ul) < 2 + lvl2) + 2 yes(1 + yl)*, 

易 证 充分 性 . 具体 细节 以 及 估计 式 (3.3.2) 的 证 明 留 给 读者 

引 理 3.3.2 设 se |0,1], 则 对 于 任意 的 ue H*(R"), 有 

tl, < {WP + Pay < aah. 


证 明 ”由 se [0,1] 易 知 , 对 于 任意 的 z>0, 有 (1+z)* < 1+z*. 
于 是 
[0 + lvl) < fap + lvl), 


故 结论 的 前 一 个 不 等 式 成 立 . 又 因为 1+|y|>” < 2(1 十 lyP)*, 所 以 结论 
的 后 一 个 不 等 式 也 成 立 . 证 毕 . 
为 了 书写 方便 , 我 们 先 引 入 一 个 记号 . 对 于 1 < p < oo 以 及 s € 
(0.D, 记 
ju(z) — u(y)l? 下 
它 是 指数 为 s 的 实 指数 半 模 . 


引 理 3.3.3 设 se(0,1),ue L?, 则 


| 1 
.rar pae= [hart or en, 


3.3 村"(R") 中 的 嵌入 定理 、 内 播 不 等 式 和 内 在 范 数 


其 中 


co- 人 ee co 
民 


证 明 首先, 由 Parseval 等 式 知 ， 


| 
人 pm= 人 pa 


令 z-y= 区 再 把 六 记 成 z 得 
_ 1 四 -ug 
Ed 


-人 we 刘 5 uF go 
A 


Ee 


Nu(z + ) ~ u()l2 
s+ 
号 lr 


再 次 利用 Parseval 等 式 ， 


_ uo 
[one = 人 了 


Tc+DJIO — Fld: 
[zr 


2 le — 1aP ge 


Er 


jt IP 
= / pp(f tf 
-人 图 (人 邱 


由 定理 3.3.4 的 证 明知 


ip 
[rade = Cn ep, 


故 有 
[co 人 PEPae 


). 
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从 而 
1+KEPOae = {rapae+ 人 Pds 


= [rae+ atts la 


志 人 upPaz+ Crepe ; 
定理 3.3.6 设 s 一 大 十 其 中 大 是 非 负 整数 , AE (0,1), 则 存在 
正常 数 C = C(n,s), 使 得 对 任意 的 ue H*, 有 


< 民 人 IDeuPaz+ 5 [pune < Chu (3.3.3) 


[Ere II 


证 明 ”由 引 理 3.3.1 知 ， 


1 
Thi < lal + 3 NDoulls < Clully.. 
lI=k 


根据 引 理 3.3.2， 
psupn < [1aP (+ lu Yay < alpeul. 

再 由 引 理 3.3.3 又 知 ， 

fsa + vy = {oopas + Clpru se 

人 人 
于 是 

2 2 Pau I2X 
ui < c(h + [BRuPG + wy) 


Ia 


了 A 
c(t Elo Pio) 


< c(i + Dp ). 
Isl=k 


故 式 (3.3.3) 的 第 一 个 不 等 式 成 立 . 同 理 可 证 式 (3.3.3) 的 第 二 个 不 等 
式 . 定理 得 证 . 


3.4 空间 #1"(R?) 上 的 各 定理 


该 定理 给 出 了 当 s > 0 时 , H* 的 另 一 种 定义 及 等 价 范 数 : 


m= {uem: SPOR rr"), val= 小 
光 
Im = (luli + DS Loran) 


Ia 


这 里 s = 上 + 入 是 非 负 整数 , Ae (0,1), [D3uj,aa" 是 实 指数 半 模 . 


3.4 空间 不 (R?) 上 的 迹 定理 


对 于 s = 人 + AX 其 中 上 是 非 负 整数 , Ae (0,1), 受 上 节 关 于 空间 
H*(R") 的 另 一 种 定义 及 等 价 范 数 的 启发 ,我们 定义 
H"(R4)= 


ee 
{ee RD 


EGRY x RY), VIAl= 


lle = (ll + Pi ) 
os) = (lull) Ba ) . 


为 了 讨论 H*(R?) 上 的 迹 , 先 讨论 H*(RS) 到 H"(R") 的 延 拓 . 

定理 3.4.1 设 s > 0, 那么 存在 从 H*(R) 到 HH"(R") 的 有 界线 
性 延 拓 算 子 已 , 使 得 对 每 个 ue He(Re)， 有 

(1) 在 R 上 Eu 二 wu 几乎 处 处 成 立 ; 

(2) NBullieca") < Clullwves) 

证 明 记 s = 上 + 入 其 中 上 是 非 负 整数 ,入 E (0,1). 记 巨 是 由 式 
(2.3.2) 确定 的 算 子 , 那么 结论 (1) 成 立 . 为 了 证 明 结论 (2), 根据 引 理 
2.3.2, 只 需 再 估计 


[Does = 人 


其 中 |8| = 上 把 该 积分 写成 


人 hth hh snr 


IDS(Bu(z)) ~ De (Evy) ay, 


[FE—yrr 
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那么 
五 = [Deu Ans < llullocns), 

[EI gC) [Daulr -jzn) — Duly, -jyn)]| 
2=- 人 人 


Ey 


drdy 


[ [2 (2 [Dru jz 一 Deuly jo 
hes 


wr 
< CIDAu]B Rs, 


pe zn) — Dt ci(-1)" DAuly’, -i 
or 


-人 | 3 GI)" [Pou zn) — Pouly, jun 
as Ey 


< 呈 人 人 1Deulr'za) — Douly', jy) 0, 


le = 


四 
1D8ulz,zm) — Dou(y yn) 
=C》 2 人 人 derdy 


= dos Sa He — yh + en + ya/ I) 
< CIDeu ms. 
因而 , [D3(Bw)]8 ns < Cllul%.exs)- 证 毕 . 
根据 定理 3.4.1, 在 下 面 的 定理 3.4.2 、 推论 3.4.1 和 定理 3.4.3 中 ， 
可 以 用 H*(R) 代 蔡 1*(R"), 得 到 的 结果 就 是 8*(R3) 上 的 迹 定理 . 
定义 迹 算 子 
To: CFR") 一 CF BR) (hou)(z) = ue,0). 
定理 3.4.2 当 s > 1/2 时 , Yo 可 以 被 连续 地 延 拓 成 1"(R") 到 
有 HsM2(R"1) 的 线性 算 子 , 仍 记 为 7o, 并 且 还 有 


howlla -vatan- < Cllullae(a"), VueH'(R™). 


3.4 空间 有 "(R?) 上 的 束 定 理 


证 明 第 一 步 当 ue Cie(R") 时 ， 


ul) = ul 2n) = {ne er dy dyn, 


(2n)™ 
Comte) = ule,0) = /rey 
由 此 知 ( 见 定理 3.1.2 的 (4)) 


Pe 1 
Nou(y) = 状 / i (yyn)dyn. 
故 有 


Fmd < /Rep + vey /G+ P+ -ay 
(3.4.1) 


因为 > 1/2, 所 以 第 二 个 积分 收敛, 并 且 ( 记 a= VIT 7 问 
Dr 放 Eeee 
即 
大 a + +) dyn = cl + IW). (342) 
根据 式 (3.4.1) 和 式 (3.4.2)， 
mWPG+IVP)"1 < 全 


to)PG + lv) rdy. 
在 R"-! 上 积分 上 式 得 
,mPa + wi) say <c {tee + lyray, 
A . 
由 此 知 
Mw) -sacs < Cllulliscm"), VueCP(R"). (3.4.3) 


第 二 步 因为 C 字 (R") 在 17*(R") 中 稠密 , 对 于 任 给 的 ve H*(R"), 
存在 wj e CSe(R"), 使 得 | -um 一 * 0. 根据 式 (3.4.3)， 


Nrows 一 ?own 人 入 .wa 和 Cl 一 wm 人 ee — 0. (3.4.4) 
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这 表明 {7ow} 是 空间 H*12(R"!) 中 的 一 个 Cauchy 列 . 因而 存在 
vw E12(R"-!), 在 末 *-M2(Rn-I) 中 ?ou 一 ,u. 定义 ou =v. 由 
式 (3.4.4) 知 , 这 样 定义 的 xou 与 逼近 序列 {wj} 的 取 法 无 关 . 又 因为 式 
(3.4.3) 对 于 wj 成 立 , 所 以 对 于 wu 也 成 立 . 另外 , 从 上 面 的 讨论 容易 看 
出 , 按照 这 种 方式 延 拓 的 算 子 mo : 再 *(R") 一 ,HH*!/2(R"-1) 还 是 线 
性 的 . 证 毕 . 

注意 到 这 样 的 事实 : 若 s > 1, u € H*(R"), 那么 Du E H*-1(R") 
并 且 

Dau- mn) < lulan). 

我 们 有 下 面 的 推论 : 

推论 3.4.1 设 人 是 正 整数 , * > 大 + 1/2, 那么 这 算 子 

n= :HR") 一 下 4(R" 9) 

是 连续 的 , j 二 0,1,…… ,上 并 且 还 有 


lsu-s sn) < Cilhullae@n), Yue Hl 


定理 3.4.3 设 上 是 正 整数 ,s > 大 十 1/2. 记 
HO R™!) = HH(R"-!) x HIR"!) xx 再 2 人 二 (Rn 下 )， 
那么 存在 一 个 线性 连续 算 子 
尸 :有 6 和 全) 一 HR"), 


具有 如 下 性 质 : 若 5 = (各 ,由 
H"(R"), 则 而 =Tu7=0l 


,Gx) E HR™!), uw = Pb e 
,并且 还 有 


x 
ll < Olle-s ees = CD billie-s# Rn) 
气 


3.4 空间 #1"(R?) 上 的 迹 定 理 .157 


证 明 ” 取 函数 h € CFP(R): 0 < h(t) < 1, 并 且 当 上 中 <1 时 
AD =1. 对 于 $= (和 ,加 ,Gr) E HO)(R"-1), 令 
x 
Ven) = De BW hen VTE), Y em", zn eR, 
0 


这 里 铅 (y) 是 向 (z) 的 Fourier 变换 . 显然 ， 


VY,0) = Hy), BVY,0) = D0),j= 1 


记 PV(y ,yn) 是 V(y,zn) 关于 mm 的 Fourier 变换 . 注意 到 如 下 
事实 : 
aD) = In) 
Fhe g(rn)] =P I) (yn) =¥ da 


Flolren)] = 2 (yn/n), Fhe gren)] = Br 9 (yo)r), 


我 们 有 


fy yo 2 二 如 
Vy vm) = DS 0+) ( pp ) 


记 wtz) =IV(y ym), 那么 
hs 
a(y) = 二 且 \ 生 大 站 -二 和 9) yn 
ly) = Vy, yn) 翅 + (st) 
因而 
Mle = 人 aoPa+bPyray 


: 
BPO WE 
< cE BPar wp 
2 


(1+ lv)"dy. 


I (vt) 
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令 r= wm/VITBE 则 有 
1+ y=1+IyP+B=(1+ vy PE)(1+7), 
上 
lullenn) < C >> 人 (BPO + ly PP) dy 
j=0 
后 Dr) Prdr. 

xi (| (+|r)*dr， 

因为 he Cge(R), 所 以 及 E H*(R), 故 
£ POP + rP)rdr = C0,s) < o0. 

最 后 得 到 


‘ 
ul < C3 人 BP + ay 
名 上 及- 


2 
et 
= cB 


定义 算 子 已 : Pp = u 那么 已 : H- 扩 (Rm!) 一 , H*(R"). 关于 
P 是 线性 连续 算 子 以 及 Wu = 内 (j = 0,1,… ,及 ) 的 证 明 留 作 习题 . 定 
理 得 证 . 

推论 3.4.1 和 定理 3.4.3 说 明 , 存在 一 个 从 H*(R") 到 He- 拉 (R"!) 
的 一 一 映射 Y, 并 且 7 和 7: 都 是 线性 连续 的 


3.5 空间 zr(O) 和 Hz(O) 


设 上 是 非 负 整数 , 入 e (0,1),s = 上 + 和 、 受 3.3.2 节 得 到 的 空间 
HH*(R") 的 另 一 种 定义 及 等 价 范 数 的 启发 , 我 们 如 下 定义 空间 H*(9) 
及 Wi(M): 

ID3u(z) — D3u(y)| 


Er(O) = f EBD) : Ei Ex9 vAl= 路 


3.5 空间 "(9) 和 WO) 


赋予 范 数 
ya 
le = (him+ 开 [polo) ， 
= 
定义 内 积 
(ut) on) = DeuDawdr 
“m= 忆 / 
{Doulz) ~ Du(y) Dvr) — Davty)) 

3 a i 

设 1< p< oo. 当 s = 上 为 非 负 整数 时 , 定义 W3(9) = W#*(0). 当 


= 大 十 入) 大 是 非 负 整数 , Ae (0,1) 时 , 定义 空间 
|Peulz) — Deu(y) 


Ws(0) = f EWO): pm EIQx0), val= 4 


Up 
». a) S 


le = (lat DD ID 
Il 


及 其 范 数 


定理 3.5.1 H*() 是 Hilbert 空间 ，WY(D) 是 Banach 空间 , 并 
且 是 自 反 的 . 

第 一 个 结论 和 第 二 个 结论 的 第 一 部 分 的 证 明 留 作 习 题 , 第 二 个 结 
论 的 第 二 部 分 的 证 明 参 见 文献 [1, 第 7 章 ] 或 者 文献 [2, 第 7 章 ]. 
3.5.1 稠密 性 和 延 拓 

定理 3.5.2 假设 s>0, 那么 Cm(O) 门 HZ(D) 在 HZ(D) 中 稠密 ， 
Cge(R") 在 HZ (R") 中 稠密 - 

证 明 ”只 需 考虑 0 < s < 1 的 情况 . 

第 一 步 证 明 C=(O) 门 WZ(O) 在 W2(o) 中 稠密 . 假设 we Wi(D)， 
取 wu 的 磨 光 函数 we: 


= 人 (人 wav 


加 
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这 里 的 了 是 由 1.5 节 定 义 的 软化 子 . 
先 证 明 , 对 于 任意 的 Qe 09, 有 


im, le — wll) =0. (3.5.1) 


再 利用 定理 2.2.3 的 证 明 方法 即 可 证 得 结论 (细节 留 作 习题 ). 
下 面 证 明 极限 (3.5.1). 我 们 已 经 知道 lim。_.o+ lu 一 usm =0, 余 
下 的 是 证 明 


ge ~ [0) = wy) ~ lelz) — whP 
上 -上 -yt i 


i (3.5.2) 
把 上 式 中 的 积分 记 为 1 并 记 
Alz,y,2) = u(x — 2) — u(y — 2) — lu(z) — u(y)]. 
利用 磨 光 函 数 的 定义 以 及 Halder 不 等 式 可 得 
I= A Em /A nts day 
< he my {Al nls 


四 lA(ey, he 
= /hare [vn Pant, 


这 里 用 到 了 /<1m(z)dz = 1. 由 于 


fulz) — uwllz — yl "P+ exg)， 
利用 PP(p x 9) 函数 的 整体 连续 性 可 得 , 当 = 一 0+ 时 ， 
Aap oP, 一 J 


Ee—y"te 
oxo xm 
一 
EE-yr 


收敛 于 零 关 于 |z| < 1 一 致 成 立 . 因而 (3.5.2) 成 立 . 


u(r — ez)— u(y — ez) 
-ez 一 一 加 | 
» 
drdy 


3.5 空间 (9) 和 WZ(D) 


161 - 


第 二 步 证 明 CSe(R") 在 W;(R") 中 稠密 . 取 wu 的 磨 光 函数 ve， 
同 于 第 一 步 可 证 
0 (3.5.3) 


采用 定理 2.3.2 的 证 明 思路 . 取 截 断 函数 
SecF(B), 0gC<1, 在 Bl 上 ¢C 
再 记 城 (z) = we(z)K( 凡 ,那么 茂 € CP(R"). 
从 定理 2.3.2 的 证 明 可 以 看 出 : 任 给 5 > 0, 存在 0< e* << 1, 对 每 
一 个 0<。 < ,都 存在 hr(e) > 1, 使 得 


Nuk —ullpa" <6, YO<ege’, h2h"(e). (3.5.4) 
下 面 固定 。 :0 < = < e*, 再 证 明 


jin f ED) = fee) wt) 
eo je |e ye 


= 0. (3.5.5) 


wim leh — drdy 


把 Ra 分 解 成 
Ra = {lel <hlyl <h}U {ll 2h} UU {2h} := A U BU Dh. 
因为 在 4h 上 , C( 和 =C( 基 =1 所 以 城 (z) = Metz), ai() = at, 故 
被 积 函 数 为 零 , 因而 积分 也 是 零 . 在 DA 上 的 积分 与 在 B 上 的 积分 有 
同样 的 估计 , 所 以 我 们 只 估计 在 B 上 的 积分 . 把 被 积 函数 的 分 子 写成 
[ew -wo -D+ -eh, 

再 利用 Minkowski 不 等 式 得 


(本 一 三 人 一 be 一 wo 下 
MO- -wo 


Ce 人 机- 下 sw 


Eye 


可 
全 c(h + 了). 


162. 
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因为 当 ly| < h 时 , 4( 关 ) =1, 所 以 


pA he(n) —w (WP 
i ed 


又 因为 we WS(R"), 故 和 E IF(R" x R"), 因而 当 h > 1 时， 
五 冬 1. 
把 五 分 解 成 在 Es= Bn{lz-y<1} 和 Eh= BrnN{lz-y|> 
1} 上 的 积分 . 关于 在 为 ， 上 的 积分 , 对 函数 5 利用 中 值 定理 得 
. cl 
站 | 人 zjK( 和 一 < dzdy 


人 一味 


< po {me mary 


了 1 
< pon f wpar f Fy 
ran ea 
蕊 1， 当 A 交 1 时 


关于 在 成 。 上 的 积分 , 利用 0< 《< 1 得 
. cP 
人 [eto = oay < /wemaa / 


他 一 外" 


ia eu 
之 1， 当 hh>1 时 : 


综合 上 面 的 讨论 知 , 极限 (3.5.5) 成 立 . 
由 式 (3.5.3) ~ (3.5.5) 知 , 在 W3(R") 中 碱 一 * u. 定理 得 证 
对 s>0, 记 硼 (O) 是 CP(D) 在 H*(9) 中 的 闭 包 . 对 s < 0, 定 
义 下 (DO) = (H6*(9))', 即 HG “(9) 的 对 偶 空间 , 其 范 数 可 以 写成 
(wv) 
oeetsto ao 


lulla-am = 
当 s > 0 时 , 记 序 ;(Q) 是 CP(O) 在 WY(O) 中 的 闭 包 ， 由 定理 
3.5.2 知 , W3(R") = WS(R"). 对 于 s<0 及 1<p<oo, 定 义 


Ws(0) = [Wy], Vp+ Mp =1. 


3.5 空间 ito) 和 WZ(O) 


利用 自 反 性 知 , 对 任意 的 s 及 1<p< oo, 有 
[WS(R")] Wy*(R"). 

仿照 定理 2.3.1 和 定理 3.4.1, 可 以 证 明 下 面 的 延 拓 定理 . 

定理 3.5.3 设 人 0 有 界 , 杰 " 中 的 开 集 G 习 Q. 又 设 s= 大 十 XN 大 是 
非 负 整数 , 入 E (0,1), 00 E C*+1, 那么 存在 一 个 从 HZ(D) 到 WE(R") 
的 有 界线 性 延 拓 算 子 已 , 使 得 对 每 一 个 ue W3(9), 有 

(D 在 Q 上 Bu =u 几乎 处 处 成 立 ; 

(2) spt{Bu} € G; 

(3) Bullwsca") = | Eullwsco) < Cllullwscm. 

定理 3.5.4 设 天 是 非 负 整数 , AE (0,1),s = 大 十 入 又 设 9 有 界 ， 
O00 E Ce+l 那么 CKT1(T) 在 HH*() 中 稠密 . 

证 明 ” 先 利用 延 拓 定 理 3.5.3 ( 取 p= 2) 把 "(9) 拓 成 H*(R"). 
对 于 we H*(Q), 记 Eu e H*(R") 是 u 的 延 拓 ， 根 据 定理 3.2.3， 
CPP(R") 在 H"(R") 中 稠密 . 故 存在 vy € CF(R"), wj 一 Bull 一 
0. 显然 , vy E C*+1(T), 并 且 


hws — vlan = lhoy 一 Ballarm 和 一 Be — 0. 
3.5.2 嵌入 定理 和 内 播 不 等 式 


定理 3.5.5 假设 大 是 非 负 整数 , AE (0,1),s = 大 十 mW/2 十 入 又 设 
全 有 界 , 9n Ee Ci+1, 则 有 (D) 一 CeA(D). 

证 明 ” 先 利用 延 拓 定理 3.5.3 ( 取 = 2) 把 H*(9) 中 的 函数 延 拓 
成 H*(R") 中 的 函数 , 再 应 用 定理 3.3.4 即 可 完成 定理 的 证 明 . 细节 留 
作 习 题 . 

定理 3.5.6 假定 人 有 界 , 边界 0Ee Citl0<s<r0<0<1 
则 存在 正常 数 C = Cfnm, sr'g,9), 使 得 


四 leewre-ereo < Challeo luli Yue rr(D). 
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证 明 ” 先 利用 延 拓 定理 3.5.3 ( 取 p= 3) 把 H"(9) 延 拓 成 H"(R"), 
再 应 用 定理 3.3.5 即 可 完成 定理 的 证 明 . 细节 留 作 习题 . 

定理 3.5.7 假设 人 有 界 , 00 < C11,0 <t< s, 那么 

再 *(D) 一 一 HN). 

证 明 设 {w} 是 下 (9) 中 的 一 个 有 界 列 ， 由 延 拓 定理 , 存在 
刀 EH*(R") 及 有 办 区域 9QY, 使 得 lw < Clholaso, 太 = 了 几 
平 处 处 于 ,并且 spt{wy} c 9 对 所 有 j 成 立 . 因为 8*(R") 是 Hilbert 
空间 , 所 以 存在 {wy} 的 子 列 仍 记 为 它 自身 , 以 及 函数 ve H*(R"), 在 
HH*(R") 中 ww 一 v. 如 果 能 够 证 明 在 #8*!(R") 中 vj 一 v, 那么 

us = volartm) = es — vlan) < Noy 一 oa 一 一 0. 

为 了 书写 方便 , 不 妨 认为 v = 0. 现在 证 明 : 在 下 (Rn") 中 vj 一 

0, 即 
B= /ry 一 0 

记 K > 0 是 一 个 待定 常数 , 把 积分 分 解 成 在 {ly| > K} 和 {ly| < K} 
上 的 积分 , 那么 
5 < (+8 +i) Pa + Ke) WP 

和 C(I+ KD) +(1+ HA 人 应 (Pdy. 

ly<k 

对 于 任 给 的 5 > 0, 固定 K 适当 大 , 使 得 C(1 十 天 3) < 5/2. 

由 于 地 一 0 在 下 (Bo") 中 成 立 , 当然 在 成 (R") 中 也 成 立 , 从 而 
在 (82) 中 省 一 0. 又 因为 spt{vy} c 人 2, 所 以 对 任何 ye R", 有 


i 1 Ey 
Vy) = taj 人 (re rdr = Gr) 人 , (0)e “Yde — 0. 


注意 到 


(jv 
< lalam 


B= | /se 
< Cluluo < © 


ac 


3.5 空间 H"(9) 和 HZ(D) 


由 控制 收敛 定理 知 , 当 j 一 * oo 时 


GPa 一 


lyl 

这 就 证 明了 忆 ; 一 0. 证 毕 . 

限于 篇 幅 , 对 于 空间 W3(Q) 的 嵌入 定理 , 我 们 只 列 出 结论 而 不 给 
证 明 . 

定理 3.5.8([1, 定理 7.57]) 设 人 具有 锥 性 质 , s >0,1<p<o0. 

() 著 n> sp, 则 当 p <g <np/(n 一 sp) 时 ,WO) 一 (0); 

(2) 若 n= sp, 则 当 p<g< oo 时 , HZ) 一 上 (0); 

(3) 车 n < (s 一 j)p,j 是 非 负 整 数 , 则 W3(9) 一 C2 (0). 


3.5.3 边界 迹 和 迹 定 理 


最 后 我 们 讨论 空间 W2(O) 中 的 边界 迹 和 这 定理 . 

假设 Rn 有 界 , 39 e Ctrl s = 大 + 和 大 是非 负 整数 , Ae (0,1). 按 
照 定义 易 证 ( 见 定理 2.3.1 的 证 明 ); 存在 80 的 有 限 开 覆 盖 {Qj} 包 ， 
及 函数 四 : 可 一 有, 满足 


(Qino) = B+， 和 (Qinan) = P, $j E CE,), $7! E C+1(B), 


这 里 B 是 以 原点 为 心 的 单位 球 , B+ = {ye B:y > 0},P= Bn 
{yn = 0}. 记 G 是 从 属于 开 竹 盖 {Q)} 信 ,的 一 个 有 限 C™ - 单位 分 
解 . 如 果 u e C*+1(90), 那么 (Gu o。 B71(y,0) Ee C$+1(P), 并 且 把 
(Gu) og@7 1(W,0) 零 延 拓 到 R"-! \ PP 后 得 到 的 函数 属于 C$+1(R"!). 
定义 
站 Vp 
lullwscem = Mesomtzees) (3.5.6) 
fi 


可 以 证 明 : 对 于 不 同 的 有 限 覆 盖 {Qi} 艺 ， 以 及 相应 的 函数 系 { 亚 )} 蕊 ， 
和 对 应 的 单位 分 解 {G} 世 + 由 式 (3.5.6) 确定 的 范 数 是 等 价 的 . 
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定义 3.5.1 定义 W5(69) 是 空间 Ck+1(8Q) 关于 范 数 (3.5.6) 下 
的 闭 包 . 

利用 定理 3.4.2, 采用 定理 2.10.1 的 证 明 方法 , 我 们 可 以 证 明 下 面 
的 迹 定理 . 

定理 3.5.9 假定 有 界 , m 是 正 整数 ,人 是非 负 整 数 ,大 十 1/2 < 
5 <m 00 E Cm. 记 久 是 Cm( 国 到 Cmi(9n) 的 迹 算 子 : Tu = 
嫌 |, 其中 种 是 活着 99 的 j 次 外 法 向 导数 ,那么 35 可 以 被 唯一 
地 延 拓 戌 "(2) 到 有 "1/2(09) 的 线性 连续 算 子 ,了 = 0,1,… ,上 

利用 定理 3.4.3, 并 采用 定理 2.10.1 的 证 明 方法 , 可 以 证 明 下 面 的 
定理 . 

定理 3.5.10 设 0,k,m 和 ss 同上. 记 


H(*-$)(00n) = H*-4(00) x H* -3(00) x x H"-*-#(00), 
那么 存在 一 个 线性 连续 算 子 
Pn: HH)(00) — H*(O), 
具有 如 下 性 质 : 车 5 = (各 ,加 ,Bx) E 万 Ca0) u = Ph e 
再 *(D), 则 而 = Tu = 0,1…… ,上 并且 还 有 
lulano < Clellwe-beon = 号 Myler 
各 


上 面 的 两 个 定理 说 明 , 迹 算 子 7 = (7o,… ,mx) 是 HS(Q)/KerYy 与 
五 6- 世 (ap) 之 间 的 一 个 一 一 连续 线性 算 子 , 并 且 7 -= Pn. 

上 面 的 结果 可 以 推广 到 空间 W#(O). 

定理 3.5.11 ([1, 定理 7.53]) ”假设 大 是正 整数 , 1 <p< ceo, 了 
有 界 , 9 Ee Ck, 迹 算 子 7 同 于 定理 2.4.3, 那么 7 可 以 被 连续 地 延 拓 
成 一 个 从 WA(OJ/Kerr 到 

£1 
WV/n (0) := [I We? (on) 


Ee 


167- 


上 的 同 构 和 同 胚 - 


该 定理 在 下 属意 义 下 包含 了 对 WA(O) 的 “ 正 ” 和 “ 反 ” 两 方面 的 
嵌 人 定理 : 车 we WA(D), 则 Tu e Wi*' 候 (9) 并 且 


I -un om < Cllulenn; 
反之 ,车 ve Wh! 由 (99), 则 存在 we WA(O), 满足 v= yu 并且 


lhulsnn < Clellwe-vnon)。 


习题 


3.1 证 明定 理 3.1.2 的 (3). 
3.2 利用 Fourier 变换 证 明 : 车 ue 采 "(R")，s > n/2, 那么 ue L~(R"), 并 
且 还 有 
人 ll < Cn, sllullave 
3.3 给 出 引 理 3.3.1 的 充分 性 的 详细 证 明 , 并 证 明 关系 式 (3.3.2). 


3.4 对 于 定理 3.4.3 的 证 明 过 程 中 定义 的 算 子 PP, 试 证 明 P 是 线性 连续 算 子 并 
且 还 有 %(P@) = 页, 一 0 


3.5 设 Q = (0,1), 两 数 u(z) = 2. 试 证 明 对 于 任何 1 < p< 2, 有 


ue Wi(O), 其 ps=1— 1/p. 


3.6 证 明定 理 3.5.1 的 第 一 个 结论 和 第 二 个 结论 的 第 一 部 分 . 
3.7 补充 完成 定理 3.5.2 第 一 步 的 证 明 . 
3.8 假设 ve WS(R"), 用 wr 表示 u 的 磨 光 丽 数 . 试 证 明 we € W3 


elsem < hullws@n), YO<e < 1 


3.9 证 明定 理 3.5.3. 
3.10 给 出 定理 3.5.5 和 定理 3.5.6 的 详细 证 明 . 
3.11 证 明定 理 3.5.9 和 定理 3.5.10. 


第 四 章 ”Morrey 空间 , Campanato 
空间 和 BMO 空间 


Sobolev 嵌入 定理 ,会 或 多 或 少 地 造成 指数 的 损失 . 例如， 利用 
Sobolev 嵌 人 定理 , 当 n < p 时 的 (0) 一 C"(D), 而 当 m >p 时 就 
不 知道 Wi! (9) 中 的 函数 是 否 Halder 连续 . 为 了 克服 这 种 缺陷 , 得 到 较 
为 精确 的 结果 , 人 们 从 各 种 角度 推广 和 改进 Sobolev 空间 . 这 里 只 介绍 
Morrey 空间 、Campanato 空间 和 BMO 空间 这 三 种 推广 形式 . 


4.1 各 向 同性 的 Morrey 空间 和 Campanato 空间 
对 于 一 个 以 ae (0,1) 为 指数 的 H5lder 连续 函数 u, 按 定义 ， 
hu(z) — uD < Clz —yl, Vz,yen. 


但 是 对 许多 情形 , 直接 从 微分 方程 得 出 解 的 这 种 逐 点 估计 是 比较 困难 
的 , 然而 对 方程 进行 积分 估计 总 是 相对 容易 一 些 . 那么 , 是 否 有 一 种 基 
于 积分 的 描述 方法 , 来 代替 上 面 的 逐 点 估计 呢 ? 


4.1 各 向 同性 的 Morrey 空间 和 Campanato 空间 


我 们 回顾 一 下 实 指数 Sobolev 空间 . 当 0 < s< 1 时 , 空间 W;(O) 
上 的 范 数 是 借助 于 
ua 一 anPaa ) 
(人 全 


来 刻画 的 . 这 实际 上 是 用 积分 方法 定义 了 函数 u 的 分 数 阶 (s 阶 ) 弱 导 
数 的 L? 可 积 性 . 与 此 相同 , Morrey 和 Campanato 分 别 引 入 了 Morrey 
空间 和 Campanato 空间 , 用 于 刻画 H5lder 连续 函数 的 积分 特征 . 事 
实 上 , 在 2.6 节 的 最 后 一 部 分 我 们 已 经 看 到 了 Morrey 空间 对 于 Halder 
连续 函数 的 积分 特征 的 刻画 . 

设 内 是 一 个 有 界 区 域 ,用 d = diam(9) 表示 的 直径 . 对 于 zen 
和 0<p<d 记 全 =QnB,(z), 对 于 函数 we Z(D), 本 章 总 默认 在 
全 的 外 部 w=0. 


定义 4.1.1 对 于 p>1,0>0, 定 义 


Br /< ~}, 
| 


ZLP4(D) = 人 En): 


并 赋 于 范 数 


lp 
Ilevm = sup (而 和 
5 


称 LPe(D) 为 Morrey 空间 . 容易 证 明 LPelPD) 是 Banach 空间 . 


这 里 重复 一 遍 : 对 于 we 己 (O), 记 un= fou(z)dr= 南 有 wz)dz， 
表示 u 在 Q 上 的 平均 . 

引 理 4.1.1 用 符号 之 表 示 同 构 加 范 数 等 价 , 那么 空间 FnetD) 有 
以 下 性 质 : 

() Palo) = (Ooy; 

(2) Pa(O) = Eee(D); 

(3) 如 果 0 > 1 则 IPefO) 兰 {0}; 
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(如 果 1<p<qg<ecobr>0 且 满足 (1 一 0)/p> (1 一 oj/q, 则 
Pae(o) 一 PetO). 


证 明 性质 (1) 是 显然 的 . 
现 证 性 质 (2). 如 果 ue Zr (9), 容易 看 出 lullzrsto < Cllul。o- 
反 过 来 , 假设 we Lm!(9). 应 用 Lebesgue 微分 定理 (定理 A.1) 知 ， 


lu(z)P= 加 fr ae.rEN. (4.11) 


因此 lulz=to < Cllullina(m). 
再 证 性 质 (3). 设 9 > Lu e LP4(Q). 对 于 任意 的 p>0, 当 z En 
时 , 按照 范 数 的 定义 有 


fr Su 


令 p 一 0, 并 注意 到 (4.1.1) 式 得 , |u(z)l? < 0 在 Q 上 几乎 处 处 成 立 . 
应 用 Halder 不 等 式 可 以 推出 性 质 (4). 证 毕 . 


定义 4.1.2 对 于 reg 及 0<P< 友 定义 
= fu 
对 于 p>1 和 8>0, 定 义 


£4(0) = { ELP(N): sup 


1 
i wh 
Fr hh; lu(y) — ws Pdy < 中 


并 映 于 范 雪 
坑 
leon = oo+ so ( 南 人 pg- wu) 
:= hulan+ ematoy. 


称 LP8() 为 Campanato 空间 . 
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容易 证 明 Zn4(O) 是 Banach 空间 , 并 且 具 有 下 面 的 性 质 : 


引 理 4.1.2 如 果 1 和 PS 9g< oobo>0 且 满足 (1 一 0)/p > 
(1 一 5)/9, 那么 
£%° (0) — Ere(D). 
定义 4.1.3 称 有 界 区 域 0 为 (A) 型 区 域 , 是 指 存在 正常 数 A, 使 
得 对 于 任意 的 EE 页 以 及 0<p<d, 都 有 |95|> Ap". 


定理 4.1.1 假定 介 是 (A) 型 区 域 ,万 > 1. 
(D 对 于 0<g< 1 有 ErelD)sDPe(D); 
(2 对 于 1<0< 1+p/m 有 ZPe(D) 关 Ce( 可 ,其 中 m= ng-1D/P. 


为 证 定理 4.1.1, 我 们 先 证 明 三 个 引 理 . 


引 理 4.1.3 设 介 是 (A) 型 区 域 . 则 存在 仅 依赖 于 m,b,4 和 六 的 
正常 数 C, 使 得 对 于 任意 的 zegQ,0<o< 疡 以 及 了 ECPA(D)， 成 立 


ls — | < Cp™ /ro—"/rlul erat). 
证 明 ”因为 对 于 任意 的 ye m3, 有 


hus = uP < 2 (lug — wl) + ug — u(y)P), 


两 边关 于 y 在 95 上 取 积分 平均 值 , 再 利用 (A) 型 区 域 的 性 质 得 


有 和 下 
lw -wp < 知 (L -wf 
i ( 1 


wy) 


1 
i/ pont ts / ek 
mr WA a 上 


Ea 
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引 理 4.1.4 在 引 理 4.1.3 的 条 件 下 , 如 果 0 天 1, 则 对 于 任意 的 正 
整数 记 有 
hg — np) < Cp°l1 — 27° ul pre(m), 
其 中 心 = ng 一 1)/p, 正常 数 C 只 依赖 于 加 0,4 和 了 p. 
证 明 ”注意 到 此 时 a 关 0, 由 引 理 41.3 知 
ln — 呈 1p) < C2 p)" /P27ip) "Plu) poe(0) 
= C2™/ppr2 -7 四 co 


网 -三 可 < 阅 oo 号 圳 


< Cpr lena) D2 
所 


1_2- 
= Co eromT-7 


& CpPll 一 2 下 |x 
引 理 4.1.5 在 引 理 4.1.3 的 条 件 下 , 当 0< 1 时 ,有 
husl < (Olulpn + Cor [ul prods 
这 里 的 a 同上 , 正常 数 C 只 依赖 于 全 内 4 和 妖 
证 明 ”因为 0< p< 4d, 故 存在 非 负 整 数 h 使 得 
d/2°+! < p < df2. (4.1.2) 
又 因为 Qc Ba(z), 所 以 05 = 9 地 = um. 显然 
husl < lu — nal + hna — 1 + luol, (4.1.3) 
应 用 引 理 4.1.3 及 不 等 式 (4.1.2) 得 
I -dl < CS) /rp "rl enetn) 


= C2ne/z(2-h-1d) 


™rful pretty 


< Cp 四 cretm- (4.1.4) 
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注意 到 a = n(9 一 1)/p < 0, 应 用 引 理 4.1.4 以 及 式 (4.1.2) 右 端的 不 等 
式 又 得 


了 赔 一 好 dl 和 Ce 27 ul era) 
< Cdn2-o 思 coeto) 
= CC de 四 erom 


& Cpr [uenetn). (4.1.5) 
把 式 (4.1.4) 和 (4.1.5) 代入 式 (4.1.3), 再 利用 
1 
lool < fotolar < (fas) "= 1a/rhulon 


即 得 结论 . 
定理 4.1.1 的 证 明 ” 先 证 (1). 设 0< 69<1. 如 果 we 175(9)， 
由 于 


[0 -wre = fem ually 


1 
/mr hy or te 


< 2 Inzl ul 


我 们 有 
四 ereto 和 2llullzzotm)- 


故 we Lr4(Q). 因为 9 有 界 ,可 取 zen 和 0<p<d, 使 Qc B,(z). 
于 是 9=95, 并 且 
人 way= os / Pa sa 


从 而 
ullereo < Clullcreo- 
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反 过 来 , 若 ve £7?(Q), 则 对 于 任意 的 zen 和 0<pxsd, 我 
们 有 
1 {1 | 3 
Wr hPa < ( 南 人 lu) 一 到 Pay+ ia) 
(4.1.6) 
应 用 引 理 4.1.5 知 
lusl < Cllullpn + Cp ul gra(9), a=n(0— 1)/p, 
故 有 
ng] zp plu nl1-0) ype 
mh < Cpu + Core- pre hula) 
| 
< Cat -ulls og + Chaisecn) 
< lull 
再 利用 式 (4.1.6) 得 
i 9 放 Ius)pdz < Cllullietmy, Veen, 0<psd. 
BT ns 
于 是 we LPe(O), 并 且 
lullsecm) < Cllull crac) 


现在 证 明 结论 (2). 由 0 > 1 知 , a > 0, 先 设 ue Ln(0), 欲 证 
u € Ce(D 并 且 lul。< Cllul estm 方法 是 用 u 的 积分 平均 通 近 内 
其 思想 源 于 积分 平均 具有 某 种 “ 磨 光 ” 作 用 , 性 质 要 比 原 有 的 函数 好 . 
对 于 任意 的 整数 上 > h > 0, 由 引 理 4.1.4 及 a >0 知 (因为 6> 1)， 


Ws pl < C2 hp) fal precy (417) 


这 说 明 数 列 {3 、。}， >o 是 Cauchy 列 , 故 存在 一 个 数 , 记 为 如,(z), 使 
得 当 有 一 oo 时 ， 


二 。 一 而 (z). 
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对 于 og < p, 由 引 理 4.1.3 知 , 当 有 一 o0 时 ， 
lp — nol < C2 Mp /Po "ful cram) — 0, 


从 而 部 (z) = 各 (zx), 即 数列 {w3-、。} 的 极限 与 p 无 关 , 记 为 (zx). 
由 Lebesgue 微分 基本 定理 (定理 A.1) 知 , 对 于 几乎 所 有 的 z < 9， 
地 -wp 一 * u(z). 因而 x) = u(z) 几乎 处 处 于 z <e Q. 利用 式 (4.1.7) 
又 知 , 对 于 任意 的 0< p< d， 
lus — uz)| < Co 四 enet (4.1.8) 
下 面 证 明 u(z) 是 具有 指数 a 的 Hilder 连续 函数 . 对 于 z,y € 
不 妨 认为 |z -yl < d/2. 取 p = 2|z 一 yl, 利用 不 等 式 (4.1.8) 得 
hu(z) — u(y)| < lu(z) — up + hu(y) — w+ us — | 
€ Cpr lu enet) + hs — wl. (4.1.9) 
因为 
lus — wl < hus — ulz)| + hu — ul(2)), 


两 边关 于 = 在 03 ng 上 积分 ,有 
-lxlnnmgle ut 故 | ua)lds. 


利用 Hilder 不 等 式 知 


本 -< ps ( hs -upas) 


Up 


hws < ou ene. 
ng 
因而 


wl x ln; n og) < Cor-1+0)/rful geeny. 
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因为 2 是 (A) 型 区 域 , 由 p==2|z 一 引 知 ,In5 noy| > cp". 于 是 
=) < Co" Op 四 erom = Cpr lul ena- 
将 其 代入 式 (4.1.9) 得 
hu(z) — u(y) < Cpr [ul gratm) = Clz — yl lua) enem, (4.1.10) 
即 四 。< Clujzre(my. 又 因为 
suplul < lunl + suplu — ual < Cllulzr + uled® < Cllullenetny, 
所 以 
hula = suplul + [uo < Cllullenetm- 


反之 , 车 ue Ce"(WW), 欲 证 we LP4(9) 并 且 lullerom < Clulo. 
事实 上 , 由 于 是 (A) 型 区 域 , 帮 对 任意 的 0< p< d, 当 ye 93 时 ,有 


ay) -P< 天 hn) -apa < 让 | de 
因为 y,ze m5, 所 以 ly-z|<|z 一 yl+|z 一 =|<2p. 于 是 
lul) -BP < Cprrlule, 
机 人 -ws ormp" "lus < Ch: 
又 因为 jalan < lolVesuplal 故 有 ue ZPa(oj, 并 且 lulerso < 
Chule- 证 毕 . 


定理 4.1.2 如 果 6 >1+p/n, 那么 空间 CPefO) 中 的 函数 都 是 
常数 . 


证 明 ”由 式 (4.1.10) 知 , 对 于 z,y e 9, 成 立 
la(z) 一 as Clz — yl" /Plu net. 


因为 9>1+p/n, 所 以 n(9 一 1)/p > 1. 上 面 的 不 等 式 说 明 u 可 微 且 微 
商 恒 为 零 , 因此 u 是 常数 . 证 毕 . 


4.2 空间 BMO 与 Er3(O) 


命题 4.1.1 假定 we L?6(Q), 是 (A) 型 区 域 . 

(1) 如果 0<0<1be Lm(0), 则 bue £25(0); 

(人 2) 如果 1 和 g<1+2a/mbe Ce(D), 则 bu E £20(), 这 里 
0<asl. 


该 命题 的 证 明 同 于 后 面 4.3 节 的 命题 4.3.1. 


4.2 空间 BMO 与 [71(0) 


根据 引 理 4.1.1、 定理 4.1.1 以 及 定理 4.1.2, 我 们 已 经 清楚 地 了 解 

了 Morrey 空间 的 结构 , 以 及 9 关 1 时 Campanato 空间 的 结构 ， 我 

们 自然 想 知道 9 = 1 时 Campanato 空间 的 结构 ， 根 据 定义 容易 看 

出 , Le(D) C LP"(Q). 然而 有 例子 说 明 反 过 来 是 不 对 的 , 即 存在 函数 

uw E LP1(), 但 是 ug Lx(Q)， 本 节 将 证 明 : 当 9 是 立方 体 ( 正 立方 

体 ) 时 ,£71(9) 就 是 BMO(9) 空间 , 即 有 界 平均 振幅 函数 空间 . 同上 ， 
用 un 表示 函数 v 在 集合 上 的 平均 . 


定义 4.2.1 有 界 平 均 振 幅 函 数 空 间 BMO(O) 是 L1(Q) 中 所 有 
满足 


四 .as:= sup 了 ulz) -uldz < o0 
edpy 
的 函数 构成 的 线性 空间 , 对 于 ue BMO(), 数 
dn = am 人 wa-waldz 
J] o 
被 称 为 u 的 半 范 数 . 
容易 证 明 
Nulls,n = hull + 四 .ao 


是 BMO(D) 中 的 范 数 , BMO(Q) 在 该 范 数 下 是 Banach 空间 . BMO(O) 
通常 又 被 称 为 John-Nirenberg 空间 . 注意 到 下 面 的 简单 事实 : 对 于 任 
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意 常数 c, 成 立 
人 -epans2 人 -spa 
由 定义 可 看 出 
£1(9) 兰 BMO(O). (42.1) 
定义 4.2.2 对 于 we DTP(D), 记 集合 
4u(a= {z EN: lu(z)| > sj 
称 夯 数 Au(s) = |Au(s)| 为 u 的 分 布 函 教 . 
由 于 we ZP(O), 所 以 当 s 一 co 时 Xu(s) 一 0. 
引 理 4.2.1 对 于 ue DZP(Q), 成立 
rand 
证 明 ”直接 利用 Fubini 定理 得 


/rar = hf ee 
= [ef patos 
= [a pe waar 
z 矿 SP-1M(s)ds. 


引 理 4.2.2 (Calderon-Zygmund 分 解 ) 设 f€ [(R"),f > 0, 
则 对 于 任意 固定 的 常数 a > 0, 总 存在 两 个 集合 已 与 G, 使 得 

(DR"=FUG,FNG=8 

(2) G = UP {03} 是 互 不 交 直 上 且 边 平 行 于 沧 标 轴 的 立方 体 , 满 
是 如 下 估计 : 


a< 大 flz)dr < 2"a, j= 


(4.2.2) 


4.2 空间 BMO 与 Crafo) 


(3) f(z) < a 在 上 几乎 处 处 成 立 ; 

(9 Gl < L/h. 

证 明 ”因为 . fdz < oo, 我 们 可 以 把 R" 刨 分 成 边 长 很 大 的 等 
立方 体 网 {9*}, 使 得 

了 ylzdr<aw YO e {0}. 
or 
将 每 一 个 9* 等 分 成 2" 个 小 立方 体 9y, 此 时 可 能 出 现 两 种 情况 : 
() fr >a; (9) fr < 
我 们 把 属于 第 一 种 情况 的 9 归 入 {9;}. 对 于 这 样 的 立方 体 9Y 而 言 ， 
因为 
1 

a< 了 人 /dr < 了 
所 以 式 (4.2.2) 成 立 . 

把 属于 第 二 种 情况 的 9 继续 等 分 , 对 于 等 分 后 的 小 立方 体 而 言 ， 
又 有 上 述 两 种 情况 出 现 . 仍然 把 属于 第 一 种 情况 的 小 立方 体 归 入 {9;}， 
把 属于 第 二 种 情况 的 小 立方 体 继续 等 分 一直 这 样 做 下 去 , 取 G 是 这 
些 9 的 并 集 , 下 = R" \ G. 这 样 , 结论 (1) 和 (2) 显然 成 立 . 

现在 证 明 结 论 (3)， 对 于 任意 的 z e 已 存在 属于 第 二 种 情况 的 
{09), 使 得 re 9 且 当 1 一 oc 时 Ri| 一 0. 利用 Lebesgue 微分 定理 
(定理 A.D 得 


a> 人 ou 一 Jo aere 


f(z)dr < 2"a, 
oe 


故 
f(z) <a, aererF. 
这 说 明 结论 (3) 成 立 . 
再 证 明 结论 (4)， 由 结论 (2) 知 a < o,f(z)dzr, 即 alojl < 
,f(z)dz. 于 是 


S 1 本 1 
-Fol<aEh res, re Eta 
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注 4.2.1 设 内 是 Rn 中 的 立方 体 . 如 果 把 EL!(R") 换 成 E 

ZI(D), 那么 对 于 任意 满足 
a> fe 

的 正常 数 ov 引 理 4.2.2 的 结论 仍然 成 立 . 此 时 亚 = TANG- 

从 现在 开始 , 本 节 总 假定 ,9 等 都 是 R" 中 的 边 平行 于 坐标 轴 的 
立方 体 . 

定理 4.2.1 (John-Nirenberg 定理 ) 设 ueBMO(Q), 则 存在 仅 
依赖 于 n 的 正常 数 Ci 和 Cs, 使 得 对 于 任意 的 9Y C n, 都 有 


|{z ef :lu(z) — uel > s}| < ciloleep (- hs) 
证 明 ”因为 对 于 任意 的 2 c 9, ue BMO(O) 隐 含 we BMO(X) 
不 妨 认 为 8 = 9. 车 以 v=u/ 思 jn 代 圭 uw, 又 不 妨 认 为 uj,n = 1. 
对 于 
a>1= 四 .oa> 大 — unldz, 
应 用 Calderon-Zygmund 分 解 于 函数 lu(z) un| 知 , 存在 互 不 交 谷 的 
立方 休 a cn, 使 得 
a< 六 Le -valdzs2na 


(4.2.3) 
la) —un| < a, ae zrEMUD. 
了 


由 此 推出 
于 pl < £ /ne -nkdzs 站 all 加 inl, (4.2.4) 
hun 一 un| = | ， (wu(z) 一 ao)dz| < 大 ,hu 一 anldz < 2"a. 
(4.2.5) 
显然 , 对 每 一 个 Qj. 


大 lu(z) -woildz< 四 .ao=1. (4.2.6) 


4.2 空间 BMO 与 Ce:(o) 


对 函数 f(z) = lu(z) un,| 在 Di: 上 利用 分 解 定理 , 又 可 得 到 互 
不 交 春 的 立方 体 {Qm,.2} ( 它 是 对 所 有 的 Qi 用 分 解 定理 得 到 的 ), 满足 


< fh) -wld < Ta, Yomac Qn 
Bs 

lulz) — un < a, a. ez € Qn \Nme. (4.2.7) 

利用 不 等 式 (4.2.4) 和 (4.2.6) 又 知 
开 ooal<t 人 wa -wsls 5 人 -wanlz 

< #E 0 = 二 ml 

我 们 将 证 明 

um) 一 ul<2 2a aezenNUnna. (4.2.8) 


车 ze Q\ Uj Qa, 那么 式 (4.2.3) 的 第 二 式 隐 含 式 (4.2.8). 若 ze 
山 DinNUn 2mz, 那么 z= 必 属于 某 个 Qj, 记 为 Qiu: 由 不 等 式 (4.2.5) 
和 (4.2.7) 知 ， 


lulz) 一 un| < lan — unl + luz) — uns) < a + a < (2" + la, 


故 式 (4.2.8) 成 立 . 
重复 上 面 的 步骤 归纳 可 得 : 对 任意 上 > 1, 存在 互 不 交 故 的 立方 体 
{fm.x}, 满足 


Slamal < 0, hun) -ul < ka, aezeoNvUon 
于 是 


I{z en: ule) -uol > 2"ka)| < Ional < 去 ol 
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该 估计 式 对 于 及 = 0 显然 成 立 ， 对 任意 的 s & (0,co), 必 存 在 整数 
大 > 0 使 "ka < s<2"(k+1)a, 因 此 


|{z EQ:lu(z) —un| > s}| < IfzsoQ:lulz) 一 unl> 2"ka}| 
< 去 Ql = oordIn 
< aarweralnl = ae-4lol， 
这 里 4 = (2"a)-:ina. 定理 得 证 
定理 4.2.2 假设 存在 正常 数 Oi 和 C2, 使 对 任意 的 CQ 都 有 
|{z € :lu(z) — um > s}| < cole-2 
那么 ue BMO(0). 
证 明 在 引 理 4.2.1 中 取 p=1, 并 用 wu 一 um 代替 w 可 得 
-mm 应 = lee :hln) -um > slds 
< cm eos= Bo, 


于 是 四 .ao < C1/Cz. 故 ue BMO( 匀 .定理 得 证 . 
应 用 定理 4.2.1 和 4.2.2, 立即 得 到 
推论 4.2.1 ue BMO(D) 当 且 仅 当 存在 正常 数 Cl 和 Ca, 使 得 对 
任何 6Y CQ, 都 有 
| 他 sg :hu(z) —uml > s}| < cle2 


按照 范 数 的 定义 容易 证 明 下 面 的 引 理 . 


引 理 4.2.3 当 p>1 时, £m1(0) 一 LW1(Q), 且 存在 正常 数 C = 
Clmpp), 使 


Null < Clullersm，Yus £7 (0). 
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从 而 由 式 (4.2.1) 知 CPd(D) 一 BMO(Q), 并 且 
llullsn < Clulers，Yvwe (9) 


定理 4.2.3 如 果 u E BMO(D),， 那么 对 于 任何 p> 1, 都 有 VE 
LP1(), 并 且 四 erato) < Clujwn. 这 里 的 常数 C 仅 依赖 于 n,p. 


证 明 ”对 于 任意 的 2 c 9, 由 引 理 4.2.1 及 定理 4.2.1, 我 们 有 


南 /ea -ampaz= 部 三 lzsnskl) -aol>ijlus 


< 页 看 三 sp- :colen (- )= 
= pOiC7? [ul® a -le-sds 


< Cluls no. 


由 此 知 定理 的 结论 成 立 . 证 毕 . 
利用 引 理 4.2.3 和 定理 4.2.3 立即 得 到 


定理 4.2.4 对 于 任意 的 p>1, 有 
£7 (0) = £1(0) BMO(N). 
4.3 关于 抛物 距离 的 Morrey 空间 ，Campanato 空间 和 
BMO 空间 
在 R"t! 中 , 记 z=(z,t)ER"xRR, 或 z= (z,t:). 定义 
S(x,y) = (le —yP + — ty))' 2, 


称 之 为 = 与 y 之 间 的 抛物 距离 。 容 易 知道 , 抛物 球 1(z,p) = {y 
65(z,y) < p} 是 凸 的 , 并 且 存在 正常 数 Mi 和 Ma, 使 得 


Mp™*? < IIT(z,p)| < Mapnt2. 


184 


第 四 章 ”Morrey 空间 , Campanato 空间 和 BMO 空间 


设 Qc Rn"+l 是 有 界 区 域 , 用 d = diams(@) 表示 区 域 Q 关于 抛 
物 距离 5(z,y) 的 直径 . 对 于 ze Q 和 p>0,i 记 Qps = QnN T(z,p). 


定义 4.3.1 对 于 p>1 及 08>0, 定 义 


"(0 = {ue PQ): wp Lm 人 wpa<e 


并 赋 于 范 数 


Up 
1 
ee 更 (a 上 ,ry) 
称 L849(Q@) 是 关于 距离 5 的 Morrey 空间 . 
定义 4.3.2 对 于 zEQ 和 0<p< 中 定义 


up = 人 u(y)dy. 


对 于 p>1 及 0>0, 定 义 


(0)= {ue v0): sop Bp | -maay < oo}, 


并 炭 于 范 数 


1 1p 
lao = io+ sn (本 本 = pa] 


a 
Elune+ dese@y. 


称 L399(@) 为 关于 距离 5 的 Campanato 空间 . 
容易 证 明 [3*(Q) 和 人 3?(Q) 都 是 Banach 空间 . 


zy) 
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185. 


称 之 为 关于 抛物 距离 的 Hilder 空间 , 该 空间 中 的 函数 被 称 为 具有 指数 
a 的 Halder 连续 函数 . 记 


J = sop (=v) 


多 ED 


hula := hula,@ = max lu| + [ula: 
le 二 le = mr hel 加 


定义 4.3.3 有 界 平 均 振幅 函数 空间 BMOs(Q) 是 LI(Q) 中 所 有 
满足 


四 


2 Sf -uglie <oo 
的 函数 构成 的 线性 空间 , 这 里 uaQ' 是 u 在 Q' 上 的 平均 ， 对 于 ue 
BMOs(Q), 称 四 。e 为 u 的 半 范 数 . 

易 证 明 llull.e = llullzxe) + 加、e 是 BMOs(Q) 上 的 范 数 , 并 且 
BMOs(Q) 在 该 范 数 下 是 Banach 空间 . 空间 BMOs(Q@) 通常 又 被 称 为 
John-Nirenberg 空间 . 由 定义 可 看 出 

£11(Q) < BMOs(Q). 

定义 4.3.4 有 界 区 域 Q 被 称 为 (A) 型 区 域 , 是 指 存在 正常 数 A， 
使 得 对 于 任意 的 2 EQ 以 及 0<p< diams(Q@), 都 有 |Qps| > hpnt2. 

命题 4.3.1 设 Q 是 (A) 型 区 域 ,ue £233(Q). 

(DD 如 果 0<09<1be Lx(Q), 则 bue £3°(Q); 

(2) 如果 0<a<11<0<1+20/(n+2),be C(O, 
bu € £39(Q). 

证 明 ”为 了 简化 记号 , 在 空间 和 范 数 中 都 略 去 Q 和 5, 并 记 D = 


Qa 
(D 因为 当 0< 0 <1 时 , £24 兰 24, 所 以 
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击 人 -bnsPay 
= 击 人 (fe -uae) ay 
= 霹 人 (fe te) 
< 启 人 (fv) (feos) wm 
= 启 人 (Cw -wf + 志 | | -us am 


< 2 请/ u(y) — unaPdy + Em/ /| (a)ds 


x [lw -usas (43.1) 


< 2lbl2 hula.e 十 Slow。 
< Cllul2w- 
于 是 hue L234. 
(2) 先 考虑 9 > 1 的 情况 ， 由 于 当 1 < 9 < 1+2a/(n+2) 时 


229 一 C0", 其 中 a* = (n+2)(9 一 1)/2, 因 此 we Lw. 又 因为 be Cn， 
所 以 be Le. 于 是 当 1<0<1+2a/(n 二 2) 时 , 由 式 (4.3.1) 得 


Ae 


2llol2 2 
< BE fw | [ee oe) -uPas 


2lolalullE 
< 2lolsluli + DT 大 gE Poly zs)dyds 
< Clloll2 lull2。。 + Clol2 lull2a.s pp" +-0) 


Cl lal + Col2 lula dt D0)+20, 


从 而 bu < 524. 
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当 9=1 时 , 取 0<90<1 则 ue Lf*% 衬 12%. 同上 ， 
foalay 
< olf eatayt Be Lv [teas [ow -uo Pae 
< lalla + Cl luli l Dl /to 2vas 
< Clhulfiss + Cllal2swpm-5o+atan. 
车 取 0< 9 <1 使 (0 一 1)(n+2) 二 2a =0, 则 有 
fy boa Pay < Clu + hull) < Olu 


于 是 bu € £%1 = £24 (因为 此 时 9 =1). 证 毕 . 

同 于 4.1 节 和 4.2 节 , 我 们 可 以 证 明 下 面 的 4 个 定理 一 一 定理 
4.3.1 ~ 定理 4.3.4. 

定理 4.3.1 (John-Nirenberg 定理 ) 设 ue BMOs(Q), 则 存在 
仅 依赖 于 mn 的 正常 数 Cl 和 Cz, 使 得 对 所 有 Q C Q, 都 有 


定理 4.3.2 ue BMOs(Q) 当 且 仅 当 存在 正常 数 Cl 和 C2, 使 得 
对 任何 Q'C Q, 都 有 


leeQ :me -uel > < oolen (Fe 


|{z EQ :lu(z)— ue| > s}| < CilQ'le Cs. 


定理 4.3.3 空间 [3(Q) 有 以 下 性 质 : 

上 BQ) = 7(Q), LF"(Q) SL™*(Q); 

(2) 如 果 9> 1 则 L2*(@) 守 {0}; 

( 引 如 果 1<p<gq<oo,0,0 >0 且 满足 (1 一 o)/g < (1-9)/p, 则 


L$"°(Q) = 18°(Q), £2°(Q) — £8°(Q). 
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定理 4.3.4 设 Q 是 (A) 型 区 域 ,p>1. 

(0 当 0<0<1, £37(Q) I2"(Q); 

(2) 当 1<09<1+p/(n+2) 时 , £33(Q) C8(@), 其 中 a = 
(n+ 2)(0— /ps 

(3) 当 0>1+p/(n 二 2) 时 , £39(Q@) 中 的 函数 都 是 常数 ; 

(4) £8"(Q) ¥ £8"(Q) ~ BMOs(Q). 


习题 


4.1 证 明 引 理 4.1.1 的 性 质 (4). 
4.2 证 明 引 理 4.1.2. 
4.3 设 we L™(Q),a € (0,1), 并 且 对 于 任意 的 pe (0,1) 和 ze 都 有 


gm 


其 中 C 是 正常 数 . 试 证 明 ve C" (5). 
4.4 证 明 命 题 4.1.1. 
4.5 证 明 关 系 式 (4.2.1). 
4.6 证 明 引 理 4.2.3. 
4.7 证 明定 理 4.3.1 ~ 定理 4.3.4. 


第 五 章 ”关于 zz 与 + 异性 的 Sobolev 
空间 


研究 发 展 方程 的 解 , 需要 含有 时 间 上 的 Sobolev 空间 . 一 般 来 说 ， 
在 一 个 发 展 方程 中 , 关于 空间 变量 z 的 最 高 阶 导数 的 阶 数 与 时 间 变量 
t 的 最 高 阶 导数 的 阶 数 是 不 同 的 . 因此 , 我 们 不 能 把 z 和 同等 看 待 ， 
需要 引入 z 与 上 异性 的 Sobolev 空间 . 关于 z 与 异性 的 Sobolev 空间 
有 很 多 种 , 不 同 的 应 用 背景 对 应 着 不 同 种 类 的 这 种 空间 . 限于 篇 幅 , 这 
里 只 介绍 与 二 阶 抛物 型 方程 的 研究 相关 的 一 类 z 与 异性 的 Sobolev 
空间 . 


设 了 > 0, 并 记 Qr = Q x (0,7]. 对 于 一 个 定义 在 Qr 上 的 函数 
au(z,t, 可 以 按照 第 2.1 节 的 方式 来 定义 u 关于 z 和 + 的 弱 导数 . 通常 
把 函数 u 关于 空间 变量 z 的 弱 导 数 记 为 D3u 或 Dau, 而 把 关于 的 
弱 导 数 记 为 Dru, 当 > = 1 时 也 记 为 wu. 用 DrD8u 表示 wu 关于 z 的 
8 阶 、 关 于 + 的 r 阶 混合 弱 偏 导数 . 
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5.1 关于 z 与 上 异性 的 Hilder 空间 


对 于 we Zr(Qr), 简 记 lulo := lulo@r = lull-or- 
在 第 4.3 节 , 我 们 已 经 定义 了 关于 抛物 距离 的 Hilder 空间 C8(Gr)， 
以 及 它 上 的 半 范 数 
lu(z) — u(y)| 
oer = 2 TRY) 
和 范 数 
luleer = llullee,@r + [dasQr, 


这 里 的 5= 5(z,y) 是 = 与 y 之 间 的 抛物 距离 有 时 又 把 CY(Gr) 写 
成 C"e/2(Gr). 若 ue C8(Qr), 则 称 u 在 Qr 上 是 整体 Hilder 连续 
函数 

下 面 再 定义 高 阶 导数 的 Hilder 连续 性 . 因为 二 阶 抛物 型 方程 关于 
的 导数 是 二 阶 , 关于 + 的 导数 是 一 阶 , 与 抛物 距离 的 想法 相同 , 关于 
z 的 导数 的 阶 数 与 关于 + 的 导数 的 阶 数 之 间 也 应 该 是 2 倍 关系 . 

设 0< a < 1 先 定义 沿 着 上 方向 的 H6lder 半 模 : 


lul(z,t) ~ u(x, s)| 


上 一 
[sor = sup sop je le 


pr 


设 上 是 正 整 数 , 引入 半 范 数 ( 半 模 ) 


思 treer= 3 IDrpedeor+ 3 [DrDgulise,0;, 


al+2r=k 91+2r=k-1 


以 及 范 数 


luleta := huleraor = 3 1DIDSulor+ 加 teaor: 
cx 


定义 Hilder 空间 : 


Ce(Gr) := CP (G7) = {u: luleroQr < o0}- 
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通常 简 记 
ID?ula = [Dor = suplDiulo,@r, 
[Dula = [DuloQr = aplpmlar- 
性 质 5.1.1 uaje < lulolv]e + [ulalvlo. 


定理 5.1.1 设 呈 是 锥 形 区 域 , Qr =Qx(0TlueC8te(Gr), 则 
对 于 任意 的 0 < = < 1, 下 面 的 内 插 不 等 式 成 立 : 
pu < elulara + sma helo, 
ID < etate+ alulo, 
ID < lularo + sl, 
共 中 正常 数 C 仅 依 囊 于 空间 维 数 L、 有 限 雏 V 和 a 
该 定理 的 证 明 同 于 定理 1.4.3, 留 作 习 题 


5.2 关于 z 与 上 异性 的 Sobolev 空间 的 定义 
假设 如 是 Qr 上 的 可 测 函数 1 < pg < oc 定义 
hloaor = luneo= (cs om) 
ra(@n) = {u: lulaer < oo}, 


那么 LP4(Qr) 是 一 个 Banach 空间 . 常常 略 去 下 标 Qr, 把 |lullpn@r 
简写 成 lwlnw 空间 Ze(Qr) 上 的 Halder 不 等 式 是 : 


wudzdt < llullpallvlly,e, 
人 ba 


其 中 gpgq 满足 1p+ 1 =1,1/q+1/g = 工 空间 Pa(Q@r) 的 
一 个 特例 是 9 = p, 它 就 是 通常 的 ZP(Qr). 
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同 于 整数 次 Sobolev 空间 , 为 了 书写 方便 , 我 们 记 


up 
2 局 ra 


由 于 二 阶 抛物 型 方程 关于 z 的 导数 是 二 阶 , 关于 + 的 导数 是 一 阶 ， 
这 两 个 阶 数 之 间 是 2 信 关 系 , 因此 在 拉 物 型 方程 的 研究 中 应 用 最 多 的 
是 形 如 W#w2(Qr) 的 空间 . 我 们 先 处 理 是 偶数 的 情况 , 即 定义 空间 
Wet*(Q7). 


定义 5.2.1 设 上 是 正 整数 ,1 < p< oo. 用 W2KA(Qr) 表示 集合 


Dru= {Deu: 1B|=4}, IDeullser = ( 


{ue L?(Q7): Di Dru € LP(Q7), VE+ 2r < 2k} 


赋予 范 数 


wp 
Illw2ewtev) = ( i Wrote,) 1 < oo 


AH2rS2k 


lulwswon = 3 liDtDiulse.Or 
uréan 


后 得 到 的 Banach 空间 . 

下 面 处 理 是 奇数 的 情况 . 此 时 k/2 = 了 + 172, 了 是 非 仙 整数 , 这 
就 相当 于 在 上 方向 是 分 数 阶 (1/2 阶 ) Sobolev 空间 , 因此 在 t 方向 需要 
引入 实 指数 半 模 . 

对 于 区 域 8 = Q x (Ti,72), 其 中 -oa < < 政委 oo 以 及 
0<a<1l 和 1<p< oo, 定 义 ( 见 3.3 节 ) 


Tf hue,t) — ulz, s) We 
Mist@ = 人 dsdtdz | (5.21) 
特别 地 , 当 人 = -oo,T = oo 时 , 容易 证 明 


up 
oo At 
mao=ax( 人 Siew) ， 623 
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其 中 Atau(z 胃 一 wzt+ 则 一 wzH. 在 抛物 型 方程 研究 中 最 常用 的 
是 一 个 特殊 情形 : Q = Qr， 

一 Pp 
s(n) = (LL 人 vr) 
定义 5.2.2 设 上 是 奇数 ,1 <p<oo. 定义 


lullwswater) = 区 到 1D5Dsullneor + 之 CY 


Wp 


[ 


并 用 Hp (Qr) 表示 空间 LP(QT) 中 所 有 满足 llulwssrztor) < oo 的 
函数 构成 的 空间 . 易 证 WA/2(Qr) 是 Banach 空间 . 

分 别 用 aQr 和 BQr 表 示 Qr 的 侧 边 界 90 x (0,7) 和 抛物 边界 
9.QrU x {0). 用 Cr=(Gr) 表示 在 Qr 的 侧 边界 2Qr 附近 为 堆 ， 
而 在 jn。 上 无 穷 次 连续 可 微 的 函数 的 集合 ; 用 Ce。(Gr) 表示 在 Qr 的 
擅 物 边界 2,Q@7 附近 为 零 ,而 在 豆 y 上 无 穷 次 连续 可 微 的 函数 的 集合 . 

分 别 用 鹃 ww2(@r) 和 亢 $ 人 A(Qr) 表示 6~(@r) 和 Ce(Gr) 在 
空间 WY 2(@r) 中 的 闭 包 . 
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在 以 后 的 各 节 中 , 我 们 总 假设 9 是 有 界 开 集 . 为 了 记号 上 的 方 使， 
当 上 为 偶数 时 , 记 半 范 数 ( 半 模 ) 


四 wswton = D> 1DIDfulner 


ce 
当 为 奇数 时 , 记 半 范 数 ( 半 模 ) 
wean = 于 lprptulnort+ 于 [Diptdarer 
tr=k artl 
那么 


suon + > lIDrDtulnor. 


wwenD = Mw 
torek 
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定理 5.3.1 设 0 < Ct, 并 记 d= diam(O), 表示 Q 的 直径 , 则 
存在 延 拓 算 子 巨 : IAAW2(Qr) 一 WE/2(R"+1), 满足 
(1) 对 于 任意 的 ue WW 人 2(Q7), 有 


Eulz,t) = uz,t), ae. (x,t) € Qr; 
(2 ) 存在 正常 数 C=C(n,k,p,d-!,T-1,0), 使 得 
Nulwesscenn) < Clhullwss/a(0r), V ue WE/2(Qr); 
(3) Bu 的 支 集 属于 Qa x (-T,2T), 这 里 Qa = {z ER" : dist(z, 9) 
<d)}. 


证 明 ”第 一 步 先 利用 定理 2.3.1 ( 取 那 里 的 G = Q4), 在 z 方向 
上 把 函数 u(.,t) 延 拓 到 R" x (0,7], 使 得 在 (Qa)* x (0,T] 上 u=0 且 


lhullwssnacop < cluster 


这 里 (Dj 表示 m4 的 余 集 , Q4 = na x (0,7]. 为 了 书写 方便 , 仍然 把 
延 拓 后 的 函数 记 为 u. 

第 二 步 利用 定理 2.3.1 的 思想 , 在 + 方向 上 延 拓 u. 我 们 只 讨论 
为 奇数 的 情况 ,因为 当 为 偶数 时 , 处 理 方法 类 似 且 更 为 简单 

记 m=[k/2l, 先 把 u 延 拓 到 @7 = fa x [-7,7] 上. 为 此 ,我 们 定 
义 函数 


ul(z,t), {z,t) € Na x [0,7], 
Bu(z,t) := i(z,t) = 4 mt 


BD ciulz, -t/), (x,t) € Qa x {7,0), 
所 


其 中 eu … vem+l 是 方程 组 
mtl 


DMs=y, =01 
乞 
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的 解 . 显然 , B 是 线性 的 . 容易 验证 , 对 于 0< f+2r <k 和 (zx,t)eQ7 
成 立 : 


DIDeuw t>0, 

DID 位 = 4 mt (5.3.1) 
3 (aprptus, -t/), t<0. 
i 


由 此 知 


3 1p5D4 癌 eep < Cldllwyeateg < Clulwyeeromy 
2 本 


其 中 常数 C 只 依赖 于 n,k,p. 再 证 明 


< 2 OD (0n < Chulws sca) (5.3.2) 


只 讨论 4= 0,7 = m = |/2] 的 情况 , 其 他 情况 类 似 . 利用 式 (5.2.1), 知 
re 
[pra zc0;) = 人 wf /2 2 
TT 
= [= uf ttspst [fu 
了 
eco 人 wf a {stats 


= +h+2h, 


其 中 jn4s) = 由 


显然 有 


(zs)? 
al ds 


(x,t) — Drailz, s)l? 
[PT 


PP 
五 笃 四 wswotog)- 


注意 到 式 (5.3.1), 有 


rt Pp 


De(— 1 Dru(z, -4/i)-Dru(z, —s/i) 


0 
有 = dr/ 出 | = 
加 所 后 人 ET 入 
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Dru(z, —s/)P 
[tp 


再 作 变 量 替换 : 一 t/i 一 , 4, 一 s/i 一 * s, 就 得 到 


1 oh. uf 人 lprule,) ~ Deu SP gigs < Glu 


ke— slite/? 和) 


现在 估计 五 . 应 用 式 (5.3.1) 知 


家 oi(—1/i) [Druls,t) — Dru(z, -sj 
m=/ 人 人 出 广 


ch 


LL sf 二 Diu 1 — Dru(z, s)P 


[rr 


|Dru(z,t) — Dru(z, s)lP 
< 人 sf By PE Ean < cb 


tna ds 


we*(Qg)” 
综合 以 上 估计 就 推出 式 (5.3.2), 从 而 有 
[A < Cllalwssztan- 
类 似 地 , 可 以 把 羡 延 拓 到 Du x [-7,27] 上 成 为 取 截断 函数 
Cz,t) eCF (Na x (-T,27))， 在 Wx[0,7)] 上 C=1. 
定义 Eu(z,t) = Cu"(z,), 即 为 所 求 . 证 毕 . 


定理 5.3.2 设 0 eC*, 那么 存在 正常 数 C = Clk,p,T,9), 使 得 
对 任意 的 ue WW 人 2(Q7), 都 存在 um E CF(9a x (TT,2T)), 满足 : 

(D 在 8A2(Qu x (-T,27)) 中 um 收 化 到 某 个 元 并 且 限制 在 
Qr 上 五 = 


Oleolessrauxtran sclalsssnen 
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证 明 ”这 里 只 叙述 证 明 梗概 , 细节 留 作 习题 . 先 用 延 拓 定理 把 u 
延 拓 到 R"+!, 延 拓 后 的 函数 记 为 Eu, 使 其 支 集 属于 Gu := Qa_2sx 
(一 T+26,2(T 一 25)), 其 中 0<5<<1. 再 把 Bu 磨 光 , 记 为 Eeu. 由 定 
理 1.5.1 的 性 质 (5) 知 , 当 0 <e < 1 时 , Feue CF(Qax(-T,27)). 记 
Qj = Qu-ix(-T+52(T 一 可 ). 同 于 (2.2.1) 式 可 证 ,对 于 (z,t) e @;， 
有 DEDI (Eeu) = ne * (DEDE(Eu)). 

如 果 卡 是 偶数 , 由 定理 1.5.1 的 性 质 (4) 知 , 在 WAA2(Q;) 中 
eu 于 2 Bu 故 结论 (1) 成 立 . 

如 果 大 是 奇数 , 由 定理 1.5.1 的 性 质 (4) 知 ， 


于 1ptoprle 由 -以 Diealna 0 


rk 


类 似 于 定理 3.5.2 第 一 步 的 证 明 可 证 


[pepr(gw) DeDr (EW) yac0n m0. 
es- 


因而 结论 (1) 也 成 立 . 
同 于 (1.5.3) 式 的 证 明 , 我 们 有 
ElwewntGo < Eww xt -Tan)y 


再 利用 定理 5.3.1 的 (2) 可 得 结论 (2). 证 毕 . 


定理 5.3.3 设 00 < Ck, 则 对 于 任意 的 0 < = < 1, 存在 依赖 于 
mh 有 Pd IT 和 中 的 正常 数 C, 使 得 对 所 有 满足 0 < 4 二 2r 王 由 < 大 
的 非 负 整数 和 r, 以 及 ue HA AN2(Qr), 都 有 


C 
PEpgulaor <cjwsemton + men lllnor. (5.3.3) 


证 明 第 一 步 对 于 满足 < 9 和 上 以 及 r < m < k/2 的 正 整 
数 9 和 m, 利用 各 向 同性 的 Sobolev 空间 的 内 插 不 等 式 知 , 对 于 任意 
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的 soe (0,1/3 和 5>0, 有 
1peolaer < sollDgvllnQr + elloeor, (63.4) 
1pPulsor < ilpPulsor+ 有 Epo (53 
因为 0< 4+2r = p< 在 式 (5.3.4) 中 取 v= Drug = 上 一 2r, 那么 
lptprulls@r < eol Ds-* DrullsQr + gnunor 
= ol Dt-* DrulnQr + Hn loor. (53.6) 


第 二 步 当 大 为 偶数 时 , 对 不 等 式 (5.3.6) 右 端 第 二 项 应 用 (5.3.5) 
式 ( 取 m=k/2), 则 有 


IDeDrulln@r < solD Drullnoy 


C /2 c 
tn (ot ulnar + 二 Carlor). 


取 5= Criel >/ 再 记 2co=< 即 得 式 (5.3.3). 
第 三 步 证 明 k 为 奇数 时 , 对 于 Q@ = x 有 Rw Ee TY AQ) 的 情 
况 , 式 (5.3.3) 成 立 . 为 此 , 我 们 先 证 明 


TDuulnes elDruliyscg) + Ce“?llullpQ. (5.3.7) 


事实 上 , 对 Duu(z,t) = Duulz,t+ A) - [Dur,t+h) — Drulz,t)] 
关于 六 从 0 到 < 积分 得 


Duanals thast+ 5) — uz) 
+ J IDru(z,t+b) — Deu(z,D)ldh. (5.3.8) 
注意 到 这 样 的 事实 : 
从/ vem) < Clean vf er(0x(0.e), 539) 
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从 不 等 式 (5.3.8) 便 推出 
pan < Sulna + } {Nawalped loan 
对 上 式 和 端的 第 二 项 应 用 Haier 不 等 式 ,得 
lpalpes Shula+t ( 人 ean) “ 


PT 
ye 
总 (人 seran) 
人 
其 中 0 =p/(p 一). 经 简单 计算 并 注意 到 式 (5.2.2), 我 们 有 
1Palne < Ce' flDeulya0) +2e luna， 


这 里 的 e 是 不 超过 1 的 任意 正 数 . 因而 式 (5.3.7) 成 立 . 
记 m=(k 一 1)/2. 应 用 式 (5.3.7) 得 


ppalpae < slpruliyaco + Ce DP-tulng. (6330) 

再 应 用 式 (5.3.5) 知 

lor ule < lprullna + Riluls. 
将 其 代入 式 (5.3.10), 并 取 5 = ez/(2C), eo = 2<, 我 们 有 

IDPulne sealpruleroy 二 和 oa (53.11) 
在 式 (5.3.5) 中 取 < m= (k 一 1)/2, Qr = Q, 再 把 式 (5.3.11) 代入 得 

lprulne <5 (eolpr ui + 起 ) + Fa 
对 于 任意 的 oe (0,1], 取 
d= or-1-m)/-) Es 一 OH-2r)， 


则 有 


本 C 
lrulne < olDrulyac@ + 7a lula. 
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对 于 0<L+2r =A< 大 将 上 式 代 人 式 (5.3.6) (以 Q 代替 Q7), 并 适 
当地 选取 o, 可 得 


网 C 
Ips Drulln@ ss 四 wwe + sar lupo (5.3.12) 


即 对 应 的 式 (5.3.3)- 
第 四 步 证 明 k 为 奇数 时 , 对 于 ue WE*2(Qr), 式 (5.3.3) 成 立 . 
先 沿 着 上 方向 把 v 延 拓 成 二 < WXA2(Q), 使 


轿 lwssoato) < Clulwswoatery) 


=c (Merten + 六 lptprulnar) (5.3.13) 
re 


对 于 吝 而 言 , 由 第 三 步 的 结论 知 式 (5.3.12) 成 立 . 取 式 (5.3.12) 中 的 
< <<1, 再 利用 式 (5.3.13), 我 人 有 


lpsDrulser = 1D2DIalnars1D5Dialna 
Cc a 
< ew + ET 人 


a Cc 
< clalwsaag) + za lular 


< eCljwsenten+eC > Ips Drulp@r 
ok 


C 
+ E70e=n lor. 
取 5= (eC)MW- 汶 (不 妨 认为 5<1), 注意 到 j=4+2r < 则 有 


可 IDtDralp@r 


tore 

< Cotlulwrsa(@r) + CH 1D2Dfulaor+Clulnor 
fk 

< CelulwrsaQr) + Cot! D> IDs Dfullnor +Cllullp.Qr: 


atapek 
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只 要 式 (5.3.12) 中 的 = <<1, 就 有 C5 < 1/2. 于 是 


6 3 IpsDrulln@r < C 只 四 wsoton 
es 


本 
+ 二 Ips Dfulnor+ ClullnQr, 
oz 


故 有 


3 oleDrullseor < Cat 
Le 


由 此 推出 


Seten 二 Clulner- 


je C 
lIDé Drullp@r < Cos 四 wswatem 十 素 lulner- 
记 Co = r, 我 们 有 
lptprulQr < + Rll 
Lor We Qn) 十 TAU lor. 


定理 得 证 . 


5.4 Poincaré 不 等 式 

设 常数 p > 0. 记 B, = {z € R" :|z| < p}, Qo = By x (~p?, p72). 
对 于 z= (z,ts) ER"+!, 记 QF = Bp(z) x (ts — Pp, + 7): 

定理 5.4.1 假设 1< p< co,r > 0, 则 存在 正常 数 C = C(n,p), 
使 得 


人 laupde < Cr aco V ue Wa/(Qr), 


其 中 
ug, = 人 uz)dz. 
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证 明 记 
uv 人 = 大 uz, t)dz. 


作 变 量 代 换 (z/r tra) 一 (z,), 可 认为 + 二 1. 显然， 
从 -udz < (人 和 oanr 人 lu (0) — wade) 
= 91(h + ). 
应 用 WV:(B1) 上 的 Poincaré 不 等 式 易 知 
ngsc Dulrdz, 
< oh louras 


其 中 常数 C 仅 依赖 于 n 和 p. 对 于 到, 我 们 有 


hg of uf A [utd) — uz, sjdeds]” 


lul(z,t) — u(x, s)P 
< cf aa ded 


< Chia) 


综合 上 面 的 估计 , 定理 得 证 


定理 5.4.2 设 1<p<oo,r>0, 则 存在 正常 数 C=C(n,p), 使 
(1) 对 于 任意 的 ue 序 ;(Q,), 有 


[ lulrdzr < cn 人 Ipuran+cr 人 1Diulrdz; 
ao- a, o- 
(2) 对 于 任意 的 ue Hi(Q), 有 
小 lu—uPdz < Cr? 人 1DuPdz + Cr 盏 中 1Deulrdz. 
a. ao. 0. 
这 里 ， 3(Q。) 的 定义 同 于 第 二 章 , 即 
Wi(Qr) = {ue I?(Q;) : Deu, Deu € 17(Q;)}, 


识 (Qn) 是 Em(@,) 在 3(Q-) 中 的 闭 包 . 


5.4 ”Poincaré 不 等 式 


该 定理 的 证 明 留 做 习题 . 
以 后 会 经 常用 到 这 样 一 个 简单 事实 : 对 于 任意 的 常数 c, 有 
/ whPdz < 2 大 | 一 ddz. (5.4.1) 
o- oo- 
当 p=2 时, 还 有 更 佳 的 结 
/ hu— urlide </ lu— cel?dz. (5.4.2) 
la, o- 
证 明 留 给 读者 . 
定理 5.4.3 对 于 wueW21(Q),p>1, 成立 
ks IDu— (Dw)rpal de < Crrlulaag,y, (5.4.3) 
(5.4.4) 


fk ls (Du) wade < Or helopat0y 
其 中 (Du)r 是 Du 在 Q, 上 的 平均 , 常数 C 仅 依赖 于 mn 和 刀 


证 明 第 一 步 证 明 不 等 式 (5.4.3)， 作 变量 代 换 (z/r,t/r2) 一 
(zb, 不 妨 设 "= 1. 对 于 1/2 和 Ps 1 利用 W4 (Bo) 上 的 Poincaré 不 
等 式 得 
天 各 人 |Du-(DuvPar 

< A IDu— (Du)a, (de+2n™! A |(Dw)a,()-(Dwol de 

a, a, 

<C 有 Dean+2 人 Doa 人 一 (DonPaz (654.5) 

接着 估计 上 式 右 端的 第 二 项 . 对 于 1/2 < p < 1, 应 用 Gauss 公式 , 得 
J |(Dwa( — (Dwolrde 


< cf a fp — Dulz,s)jas|” 


< cf af, as. [hte 一 we 


1 
<c / dt Ih |Deul?ds,. (5.4.6) 
on, 
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将 其 代 人 式 (5.4.5) 便 得 到 , 对 于 1/2< p< 1, 
1 
mn i 
bs co/ |pzul artof uf, |Deulras;. 
上 式 两 边关 于 p 从 1/2 到 1 积分 ,得 
1 
fi Ldp < co/ |Dzujrdz+ oh paz < Clulszac@,y. (54.7) 
当 p> 1/2 时 , 应 用 不 等 式 (5.4.1)， 
> Du-(Dwoar> 吉 / Du (Dialas. 

此 式 结合 式 (5.4.7), 便 有 

kk lpu~ (Dwiaf de < chenrtoy 


不 等 式 (5.4.3) 得 证 . 
第 二 步 证 明 不 等 式 (5.4.4). 仍然 可 以 认为 = 1. 同上 可 以 推出 ， 
对 于 1/2<p<l 有 


人 lu (Dw), -waz 
jo, 
< ?人 |u—z: (Du)s,(t) — us,(t)|"dz 
+ 900 -Duas + {lest ules 
:= + 后 +5 (5.4.8) 


mh (Du)s,(D)dz = 0, 先 对 函数 u 一. (Dujau(b, 再 对 函数 
一 (Du)s,(t) 应 用 W2(Bo) 上 的 Poincare 不 等 式 , 得 


Si < oh |Du— (Du)s, (hdr < < 人 |D2uPaz. 
显然 ,对 于 1/2<p< 1， 
53< cf 圳 上 «= ult) -ulz, slas| < c/ |Deulrdz. 
i Bo 全 Qi 


5.5 嵌入 定理 


式 (5.4.6) 给 出 了 5 的 估计 . 把 51,52,5s 的 估计 代入 不 等 式 (5.4.8) 
可 得 ， 
SC ref af, |Deulrass. 


上 式 两 边关 于 p 在 [1/2,3/4] 上 积分 ,得 
w 
1 an < clits 
当 pe [1/2,3/4] 时 , 应 用 不 等 式 (5.4.1), 有 
各 人 lez (Dw) — ude 
> Re uz (Dw, — wal"de 
> hh pause D(a ae 
> 二 人 lz:(Dova -madz- < 人 |pu— (Dw)plrde. 
从 不 等 式 (5.4.3) 的 证 明 过 程 可 以 看 出 , 对 于 1/2 < p< 3/4, 也 有 
人 -woraeschiissev 
综合 以 上 估计 , 最 后 得 到 
人 -rom-mnlanschganoy 


定理 得 证 . 


5.5 嵌入 定理 


当 p = 2 时 , 通常 记 Hs4/2(Qr) = WwW2(O@r)， 我 们 首先 研究 
HH*K2(QT) 的 嵌入 定理 . 
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定理 5.5.1 设 0 € C*, ue HMK/2(Q7T), 则 对 于 0<L+2r = 
4< 如 有 
Dé Dru € Hr-ml-1)/2(Q7), 
lps Druli-me -mat@r) < Cllulawsa@r), (5.5.1) 


这 里 的 常数 C 只 依赖 于 n,kd!,T-! 和 OQ. 如 果 大 一 /是 偶数 ,或 
者 上 一 与 向 为 奇数 ,那么 上 面 的 结论 对 于 ue Wh*/?(Qr) (p #2) 
也 成 立 . 


为 证 该 定理 , 我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 5.5.1 记 Q = xR 设 geL?(Q), 并 且 g 关 于 t 有 紧 支 


集 . 如 果 
hfe Fas <%, 
那么 
lglg = ca fl- tote Ps, (5.5.2) 
这 里 的 C = 4 人 二 各 hdh, (zs) 是 g(z,t) 关于 时 间 的 Fourier 变 
换 , 即 
As) = [egle ae. 
a 
证 明 ”由 式 (5.2.2) 知 
[elt+) -glz, OF 
wie =2 /= 人 mm a 
再 应 用 Parseval 等 式 以 及 Fourier 变换 的 位 移 性 质 得 
志 ED 
=2 /4 [/ 人 和 dsdh 


= = lo daa 
=4/ ff lo, sans 


4 ean [a tel- ho, as. 


四 le 
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因为 积分 /5 二 艇 dh 收敛 , 故 式 (5.5.2) 成 立 . 证 毕 . 


定理 5.5.1 的 证 明 ”由 定理 的 条 件 知 , k > 2. 当 大 一 /为 偶数 时 ， 
按照 范 数 的 定义 有 


zeDrulP 和 = 1 pz pe(Dt Dru)| 
Pen Image 
= 2 lorwperullsor 
ptisEh-p 
< 
DA 


故 式 (5.5.1) 成 立 . 当 k 一 上 与 上 同 为 奇数 时 , 由 于 
5 orpertuiys0n < luliaa(0ry 
pt2aook pl 
根据 范 数 的 定义 知 式 (5.5.1) 成 立 . 

再 讨论 上 一 Ap 为 奇数 ,上 为 偶数 的 情况 (由 定理 的 条 件 知 , p = 2). 
那么 上 是 奇数 , 故 4 > 1. 由 通 近 定理 5.3.1, 不 妨 认 为 we Cge (Rn"+1). 
容易 看 出 , 证 明 不 等 式 (5.5.1) 可 归结 为 估计 

De+r Dertu]? yy, 
ca 


记 g= Df?+"D8+Ciw. 注意 到 


1) < Chullissamnts): (5.5.3) 


2(o+r)+p+£—1<k—2, 
由 范 数 的 定义 知 
D2g9ll; gs 十 1Diellaa < ul san) (5.5.4) 
对 于 Di(Dzg) = D:(Deg), 两 边关 于 上 作 Fourier 变换 , 我 们 有 
isD:$ = Ds(Dg). 
上 式 两 边 同 乘 以 万 5 然后 关于 z 在 R" 上 积分 得 
5 人 Dapa= 人 0 -Te-- 人 Dr 
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由 此 推出 
htop < ol snl p29, 


上 式 两 边关 于 s 在 R 上 积分 , 应 用 Schwarz 不 等 式 、Parseval 等 式 以 
及 式 (5.5.4), 再 注意 到 D27 = 殉 9, 则 有 
人 IDaPanas <1153las1p25laa。， 
= 1piolaaselpzolaant 
< hulacent)- 
再 利用 引 理 5.5.1 就 得 到 
[Drglisacmess) < Cllul 为 war 
即 
[Dr +" Dettu]?yyacgnss) < Cl 为。mane)。 


从 而 式 (5.5.3) 成 立 . 证 毕 . 
下 面 讨论 W2"(Q7) 的 堪 入 定理 


定理 5.5.2 设 p>1,n>2,0nec?. 
(D 当 九 <m 十 2 时 ,对 于 9g= pn 二 2)/Im 二 2 一 用 ,有 


1 pulleer < Clullwzren， Yue We (Qr); (5.5.5) 
(2) 当 p< (n+2)/2 时 ,对 于 =pln+2)/(n++2 一 2p), 有 
lhulliac@r) < Clullwar@ry, Vue Wi(Qr), (5.5.6) 


这 里 的 C= Cln,p,d1,T7 ,00). 


证 明 设 weW21(Q7), 根据 通 近 定理 5.3.2, 我 们 可 以 用 Cge(oux 
(-7,27)) 中 的 函数 来 通 近 w (9 的 定义 见 定理 5.3.1). 因此 , 不 妨 假 
设 we CP(Qr). 


5.5 嘱 入 定理 


第 一 步 考虑 (n+2)/2<p <n+2 的 情况 . 应 用 定理 2.11.4, 取 


pln+2) p 了 
三 区 第 本 人 
Es 3, k= j=0, 


由 关系 式 (2.11.1) 解 出 + = n(q 一 p)/p = np/(n +2 一 p). 这 样 , 利用 不 
等 式 (2.11.2) 得 


pu Olga < Cp? Ds ol Duels I 
上 式 关 于 上 在 [0,T] 上 积分 有 
t= Ipuar < coup lou ol 人 Da G65n) 
容易 看 出 
ee A 


= sup 人 f pupute, ra 


ON 
. 
= spr/ Date,ar-2 D> DiuDuudtdz. 
人 "Ja 名 


分 部 积分 得 
J= 好 (~ 站 大 Duo (IDu(z, OI: pas) 
< c/. IDuul :|paul :Dulr-2dz. 
or 
注意 到 p > 2, 利用 Halder 不 等 式 便 推出 
§ 2 2 
JJ < c( 人 lpmpdn) (人 |pau az) (人 四 d) 
Y CI ules) 
将 其 代入 式 (5.5.7) 得 


-nn | pt24se 
T<CT ™™ [uw 
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由 此 可 得 不 等 式 (5.5.5). 
二 步 考虑 1<p < (n+2)/2 的 情况 . 在 定理 2.11.4 中 分 别 取 
I _ pln+2) i 
hs nr-p Oe -aT 
Rp | 
bn A R+5 二 全 0 一 下 FT+2 二 功 

便 可 推出 


lpuC oll < Clips lB allude 5.5.8) 
lu llss < cliprut, Of olhul, ONE 


(5.5.9) 
记 
五 = 人 IDu(z, dde, 7 = Eh ,Ode. 
不 等 式 (5.5.8) 和 (5.5.9) 两 边关 于 上 在 [0,7] 上 积分 , 便 有 
ns cmple oa Gag 
sc lu ON tpsy: (5.5.11) 


显然 ， 


/eaora= 人 人/ Doraazsr 人 四 clDau(z,bldz， 
利用 Halder 不 等 式 得 


站 (/ i J i 
ue, r Pd 
op n Qr Gy 和 


< ri Vfulwar@r): 


(5.5.12) 
将 其 代入 式 (5.5.11), 便 得 


DG- 
SCT [ptr 


BMGr) 
注意 到 


-VD _ ap-D) 
Tm n 9 


5.5 赃 入 定理 
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即 得 


ig Chl (5.5.13) 


(er 
从 而 式 (5.5.6) 成 立 . 
把 式 (5.5.13) 代入 式 (5.5.12) 便 推出 
sp [redrar < Cla = cla 
再 将 其 代入 式 (5.5.10) 即 得 式 (5.5.5). 定理 得 证 . 
现在 把 定理 5.5.2 推广 到 一 般 情况 , 即 W2**(Qr) 中 的 嵌入 定理 . 


定理 5.5.3 设 人 为 正 整数 , p > 1,n > 2,60 E C2k， 则 对 于 
0<L+2r=H<2k 当 P< (n+2)/(2k 一 1) 时， 存在 正常 数 
C=Clmhpd 1,T71,00), 使 得 


IpsDrull,@, < Cllullwaes(@ry Yue Ws*(Qr), (5.5.14) 
其 中 4= ptm+2)/ 玫 二 2 一 (2 一 咯咯 . 
证 明 第 一 步 首先 证 明 
(D 如果 p< 驴 2,4 = 十 晤 各, 则 


lulla@r < Cllullwars(@ry, YueWa(Qr): (5.5.15) 


(2) 如 果 上 >2, p< 王 ,0 = 于 把 让, 则 
lullwanc@n) < Clulwaes(@r)y, Yue Wt(Qr). (5.5.16) 


我 们 用 归纳 法 证 明 不 等 式 (5.5.15) 和 (5.5.16)， 先 证 明 不 等 式 
(5.5.15). 当 人 = 1 时 , 由 定理 5.5.2 知 不 等 式 (5.5.15) 成 立 . 假设 不 等 
式 (5.5.15) 对 于 大 < m 成 立 , 现 设 大 = m+1,p < om+2)/[2(m 十 1 
根据 定理 5.5.1, 

w Dau, Deu € Wi™™(Q7). 
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因此 对 于 g* = p(n +2)/(n 十 2 一 2mp), 由 归纳 假设 知 ， 


lullwaac@n) < (luliwammi@rytH Daulwann (0nytH De wn.m0r)) 
(5.5.17) 


对 于 9= 十 开 守 3 = 扫 , 应 用 定理 5.5.2 得 
Illser < Cllullwac@r) < Cllullwae 


由 此 即 得 不 等 式 (5.5.15). 
再 证 明 不 等 式 (5.5.16)， 当 == 2 时 , 由 u € W#2(Qr) 和 定理 
5.5.1 知 


i(Qr) 


ww Du, Deu € W2a(Qr). 
从 而 由 定理 5.5.2 推出 ,对 于 q* = p(n 二 2)/(n 十 2 一 2p)， 
lhullwaac@n) < C (lullwaac@n + D3ullwaac@r) + NDeulwasc@r)) 
< Cllulwsa(on)- 

这 说 明 不 等 式 (5.5.16) 对 于 上 = 2 成 立 ， 假 设 不 等 式 (5.5.16) 对 于 
2 < 人 < m 成 立 ， 那么, 由 不 等 式 (5.5.17) 知 , 不 等 式 (5.5.16) 对 于 
大 = 下 十 1 也 成 立 . 

第 二 步 利用 不 等 式 (5.5.15) 和 (5.5.16) 证 明 不 等 式 (5.5.14). 设 
uE Wat(Qr). 

如 果 4+ 2r = 人 是 偶数 , 由 定理 5.5.1 知 ， 

DiDrue WH- /2(Qr). 

对 于 9= p(n 十 2)/In 二 2 一 (2k 一 p)pl, 应 用 不 等 式 (5.5.15), 可 得 

lpsDrullsor < ClDEDIullw -ee-eaten < Cllulwass(@r): 

如 果 4+2r = jy 是 奇数 , 则 2k 一 (一 1) 是 偶数 ,并 且 2 一 上 > 1， 
《> 1. 由 定理 5.5.1 知 ， 


DID € WE DA (Q7). (5.5.18) 


5-5 嵌入 定理 
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当 2k 一 二 1 时 ,W292(Qr) = W321(Qr), 并 且 


ps p(n+2) _ p(n+2) 
dnp n+2—p 


应 用 不 等 式 (5.5.5) 知 

IDsDrul@r < CIDr DE Malwar(@r) < Cllullwaes(@n): 
当 2k-h > 1 时 , 因为 2k 一 p 是 奇数 , 故 2k 一 p> 3, 2 一 (一 1) 是 偶数 且 
不 小 于 4 把 空间 Wo 全 全 (gr) 写成 WO) 全 (gr)， 


由 六 < (n+2)/(2K 一 六 知 ,p< 让 对 于 
pn 十 2) pln+2) 


EY 
利用 事实 (5.5.18) 及 不 等 式 (5.5.16), 有 


IDrDE ullwaror) < CIDE DE Mullyyas-tn- nt- vacQr) 
< Cllulwa (on) (5.5.19) 
由 已 知 条 件 p < (n +2)/(2k - 由， 得 9 < n+2， 直接 计 算 知 g = 
(mn 十 2)q"/(n 十 2 一 gq"). 先 利用 不 等 式 (5.5.5), 再 利用 不 等 式 (5.5.19)， 
便 可 推 得 
IDs Drullit@n) < CDEDE ullwa(@n) < Clhullwass(Qry 
定理 得 证 . 
下 面 的 三 个 定理 讨论 空间 W% SOr) 到 空间 C8(@r) 的 嵌入. 
定理 5.5.4 设 we WO(Qr),9Q e C1, 则 当 p>n+2 时 ,We 
C8(Q7) 并 且 
lulaQr < Chalirdi0sy (5.5.20) 
其 中 =1 一 (n+2)/p,5 = 6(z,y) 是 抛物 距离 , C 只 依赖 于 n,p,d-!， 
T-! 和 on. 
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证 明 ” 先 利用 延 拓 定 理 5.3.1, 把 延 拓 到 nu x (-T,27) 上 . 记 
0 = p/(n+2), 对 于 p< min{VT,d} 以 及 任意 的 zo e Qr, 应 用 定理 
5.4.1, 我 们 有 


el 
1 


人 he) -par < Ci 


eveo)” 


其 中 
好 = fr 
再 利用 延 拓 定理 知 ， 
1/ lus)— uselrd P 
lem 不 =i Che, tom) 


这 样 , 由 Campanato 空间 的 定义 知 we CP4(Qr,5), 并 且 
Ilerwero < Clul bowy 

由 于 p>n+2, 所 以 0 > 1. 根据 定理 4.3.4, 对 于 a= 1 一 (n+2)/p, 有 
EC8(Gr), 并 且 (5.5.20) 成 立 . 证 毕 . 

定理 5.5.5 设 p> (n+2)12 wu E W2t(Qr),8Q € C2， 则 当 
= 2 一 (mn 十 2)/p 不 是 整 教 时 , uE C8(GT7) 并 且 

ser < Cllullwg (Qn) 

其 中 常数 C 只 依 囊 于 np,d-!,7-1,00. 


证 明 ”这 里 不 能 直接 利用 Campanato 空间 的 结果 , 但 是 可 以 遵 
循 定理 4.1.1 的 证 明 思路 . 

先 把 u 延 拓 到 Rn+l, 使 其 支 集 属于 Q; := Du x (7T,2T). 对 于 
0<pgsr<#min{VT,d}, 显然 有 


lp —wP < Pluly) — (DWF (vy— 7)— 


+3° hu(y) 一 (Da * (y —z) — usp 
+3°|(Du)? — (Du)¥ lr?ly 一 (5.5.21) 


5.5 嵌入 定理 


容易 计算 
中 
I(Dws 一 (DozP = | (Du(W) — (Dw)F)ay 
Duly) - (Dujzj"di 
<f, (W) - (Dr Pay 
< 南 人 ?D-Day 
| /os 
利用 定理 5.4.3 的 式 (5.4.3), 立即 可 得 
I(Dw)s ~ (DFP < Co- Wr lula 

将 其 代入 式 (5.5.21), 并 取 那 里 的 y e Q@3, 两 边 再 关于 y 在 Q? 上 积 
分 , 应 用 定理 5.4.3 的 式 (5.4.4), 我 们 有 


网 -LS Co- m+/rrallulwaa@ry. 
重复 引 理 4.1.4 和 定理 4.1.1 的 证 明 , 类 似 于 式 (4.1.8) 可 得 
lup — Uo)| < Cp llullwar(@r) (5.5.22) 


其 中 a=2 一 (n+2)/p, 训 =w 在 Qr 上 几乎 处 处 成 立 . 
对 于 zw,y e Qr, 取 p= 25(z,y), 利用 式 (5.5.22)， 


四) 一 wo) < ula) = up + u(y) = + us | 
& Cor lullwar(or) + — yl. (5.5.23) 
显然 有 
lu —wyP < rlz— zpPl(Dw)sh + 4 — yPl(Dw)Y 
+47hu(z) 一 (Da (> —z) 一 地 
+ 和 lu(z) 一 (Da (z 一切 一 由 民 (5.5.24) 


(D 当 (n++2)/2 <p <n+2 时 , 利用 嵌入 定理 5.5.2 的 式 (5.5.5)， 
对 于 g=pln++2)/(n+2 一 p), 有 


lpullisc@) < Cllallwas(0s) < Clullwzstes- 
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由 此 得 
Ue 
I(pwsl < (人 ou) < Cp ("+a)/s ullwa(Qr): 


同 理 可 证 , |(Dw)y| < Cp-o+aallulwastez) 对 式 (5.5.24) 关于 = 在 
zy 上 积分 , 同时 应 用 定理 5.4.3 可 得 


lu = < Cp aol 


将 其 代入 式 (5.5.23), 则 有 


中 
we"(Qr) 


lulz) ~ u(y)| < Cp lullwa(@r): 


(2) 当 p > n+2 时 , 首先 利用 定理 5.4.3 的 式 (5.4.3), 类 似 于 定理 
5.5.4 的 证 明 不 难 推出 Du < Co+2/(Gr), 并 且 


1Duh-o+a/mers Clhullwa(or): (0 
为 完成 定理 的 证 明 , 还 需 估计 
lli-enra/en.@r < Clullwzrer) A 


对 于 z = (zt = (z,s), 记 p = 6(z,y) = | 一 sj'/2, 代替 式 (5.5.24)， 
我 人 有 
hs — wp < 4|z — zpPl(Du)? — (Dw)yle 
+4Plu(z) — (Du)s: (2— 7) — us 
+47lu(z) — (Du)y:(#—#)— ud. (5.5.27) 
应 用 式 (5.5.25), 可 得 (Du 一 (Du)gP < Cpr-r+9lulliygugsy- 将 其 
代入 式 (5.5.27), 再 把 所 得 结果 关于 = 在 9 n Qy 上 积分 , 然后 应 用 
定理 5.4.3 的 式 (5.4.4), 可 得 luz 一 | < Cprullwant@z)y: 把 它 代入 式 
(5.5.23), 便 推出 
lulz,) — uz, 5)| = hu(z) — u(y)| < Cpr llullwaac@s) 
= Clt— sf /lulhwaa(@r)- 


5.5 嵌入 定理 


故 式 (5.5.26) 成 立 . 证 毕 . 

定理 5.5.6 设 上 为 正 整 教 ,u E W2**(Qr),90 E CK, 则 对 于 
0<4+2r=7<2k, 如 果 p> (n+2)/(2k 一 ) 并 且 (n 二 2)/p 不 是 整 
数 ,就 有 

DeiDrue C8(Qr), a=2k-n (n+2)/p, 
Dé Drula.@r < Clullwars(@ry, 

其 中 常数 C 只 依赖 于 np,d-1,T-! 和 6Q. 而 当 (n 十 2)/p 是 整数 
时 ,上述 结论 对 a < 2k 一 一 (n 十 2)/p 也 成 立 . 

证 明 ”用 归纳 法 . 假设 结论 对 于 < m 成 立 , 要 证 对 于 上 = m+1 
也 成 立 . 设 


we Wem Ie), a=2m+D) -np> a 


在 定理 5.5.1 中 取 人 = 2(m+ 1),A= 2 则 有 
Du Du € We™™(Q7). (5.5.28) 


记 w= DDru. 

第 一 步 先 考虑 0 < 2m 的 情况 . 

(0) 当 2m 一 9 一 (n 二 2)/p <0, 即 p< (n+2)/(2m 一 功 时 ,在 柜 
人 定理 5.5.3 中 取 上 = mm 二 1, y= 十 2, 那么 对 于 


S pln+2) _ pln+2) 
nt+2-[m+1)—(n+2)p n+2— (2m—np 


q (5.5.29) 
我 人 有 

Dee Davlla@r < Clhullwaenr nmi) (5.5.30) 
在 内 插 不 等 式 (定理 5.3.3) 中 取 r+=0, =1,k=2,p=g, 则 


1peolser< Cfolwsn(@n) + loleQr)- (5.5.31) 
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由 半 模 的 定义 以 及 式 (5.5.30) 得 
加 waren=1Daleer+1D3oleor<Cllullwseromrteny，(G6.5.32) 
在 嵌入 定理 5.5.3 中 取 大 = m,p = 7 那么 对 于 式 (5.5.29) 给 出 的 g, 有 
llvlaer < Cllulwamm@r) < Chulwamt omni (Qn) (5.5.33) 
结合 式 (5.5.30) ~ (5.5.33), 就 推出 


lolhwan@n) < Chulliwgmt mtry: 


由 于 
=2mt+) -=>0, 
并 且 2 = 一 2m + 不 是 燥 数 ,利用 定理 5.5.5 知 


leer < Cholliwaaor) < Chullwamt smni(@r): 
(2) 当 8:= 2m 一 9 一 (n+2)/p > 0 时 , 由 式 (5.5.28) 和 归纳 假设 得 
laer + |D2vla,Qr + |Devla,Qr 
= |DsDruls,@r + |DEDr (Du)la@r + 1DEDI (Da) ls,@r 
< Clullwanmar) 


< clhlwzeronttor 
由 此 推出 
holesQr = baors Clulwzctantaeny- 


第 二 步 考虑 9 = 2m 的 情况 . 在 定理 5.5.1 中 取 大 = 2(m+1), p = 
7=2m, 则 有 


PE WF"(Q7), lvlwan(@r) < Cllullwamromriten) 


5.6 空间 W(Qr) 和 W"(QT) 
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因为 = 2 一 (n+2)/p 不 是 整数 , 应 用 定理 5.5.5 知 
loer < Clelwzron < Clulwaeromrrer 


第 三 步 考虑 = 2m + 1 的 情况 . 此 时 4 一 定 是 奇数 . 记 w = 
DID4 nu 那么 v= Dzw, 并 且 := 人 一 1+2r=2m. 由 于 


nt+2 
P> mit) mtl) -Gm+1i) 
nt+2 n+2 
一 % 十 2> 一 


2 mt) —m 
车 记 ao =2 一 (n+2)/p=2(m+1) 一 m 一 (n+2)/p, 利用 第 二 步 的 结 
论 便 知 
hulowQr < Chullwgenrnmti Gr) 
又 因为 oo = 1 + o 按照 范 数 的 定义 , 我 们 有 


llaer = llvlliwtQr) + lvla,@r 
< llvliw(@n) + 四 ser + 四 fsaaer 
= |Drwlliw(@r) + [Drwla,@r 十 四 tayar 


= IDswlliw(@n) + lulite,@r 


< lwhita.gr = lwlon.Qr 


定理 得 证 . 

在 定理 5.5.5 和 定理 5.5.6 中 , 如 果 a = m + 7,m 是 正 整数 , 0 < 
TY< 1 那么 范 数 | .lor 就 理解 为 | |w+vor- 
5.6 空间 W(Q7) 和 V2"(Q7r) 


在 抛物 型 方程 的 研究 中 , 经 常用 到 两 类 重要 的 空间 : V2 和 V2. 
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定义 5.6.1 用 三 (Qr) 表 示 集合 =(0,T;Z(O)) 站 EXo0,T; WHO)) 
赋予 范 数 
llullvcer) = 有 lu Dllan + Dullaer 


后 得 到 的 空间 . 再 定义 (QT) 的 一 个 子 空间 : 
Vi"(Q7) = C(0,7), EOO) 门 天 om 人 o)， 
lesten = es eC Dan + lpullaor. 
易 证 Ww(Qr) 和 如"(Q7) 都 是 Banach 空间 , 因为 W3(Qz) 在 范 
数 外 .wkez) 下 的 完备 化 空间 就 是 Va?(Q@7), 所 以 
Wi(Qr) ~ VE"(Q7) — WlQr). 
定义 5.6.2 分 别 用 六 2(Q7) 和 的 "(Q7) 表示 Cm(@r) 在 Vi(Qr) 
和 V2 (QT) 中 的 闭 包 . 
设 j 是 常数 ,定义 ui(z,t) = max fulzitj 一方 0}， 称 之 为 水 平 
函数 . 
性 质 5.6.1 若 ue Vi?(Q7), 则 wu)(z,t) € VA(Q7). 


证 明 ”容易 验证 u)(z,t) < V2(Qr). 再 证 明 wu 四 (zw,t) 在 [2( 人 0) 
范 数 下 关于 上 连续 . 注意 到 ju0)(z,t) -vw 加 (z,4)| < lu 下 , 因此 当 
hh 一 0+ 时， 


ut + —uD, lon < ul, t+ ul, lan — 0. 
结论 成 立 . 
性 质 5.6.2 如 果 在 2"(Qr) 中 ue 一,u, 那 么 在 网 0(Qr) 中 


uD (z,t) — uD (z,t). 


证 明 留 作 习 题 (提示 : 利用 定理 2.5.6). 


5.6 空间 后 (Qr) 和 V2"(Q7) 
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定义 5.6.3 假设 对 于 任意 的 EQ, u(r,t) 关于 t 在 (0,T) 上 可 
积 . 对 于 有 < 了 T, 称 函 数 
un(z,t) = 二 ea 
为 u 关 于 4 的 Steklov 平均 . 它 具有 “ 磨 光 ” 作用. 


性 质 5.6.3 假设 we LPe(Qr), 1 < p,q < oo, 5 > 0, 则 对 于 任意 
的 he(0,6), 有 unELP9(Qr-s) 并 且 当 及 一 :0 时 ,在 LP4(Qr-s) 中 


uh 
证 明 由 于 
人 
u(t) — u(t) = 让 人 [u(t+ 8) —u(., t)jds, 
所 以 (见习 题 5.10) 
1 
lles) —ules Olonar-s < {etst ts) ut lnmar-sds, 
利用 LP%(Qr-s) 函数 的 整体 连续 性 知 结论 成 立 . 
性 质 5.6.4 设 we WO(Qr),0<5<T, 则 对 于 任意 的 he (0,5), 
有 whe 多 (QT-5), 并 且 当 太一 :0 时 , 在 Va(Q7-3) 中 Wh 一世 
证 明 利用 


EV2"(Qr-s) 


Don = Mt+ 及 —u(z,t) 


知 , un E Vi3(Qr .由 于 we 如 2(Qr), 所 以 当 一 0 时 ， 


1 

sp ln Odan < ,sop hel ut lands 

os oR 
sup sup llu(,s)—u(,Alan 
os 


收敛 于 零 . 又 因为 


/leest+ -Deut dsr va 
| 


1 Dawn — Deullaor 
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根据 [2(Q@r) 函数 的 整体 连续 性 知 , 当 h 一 * 0 时 上 式 右 端 也 趋 于 0. 
用 h}(Q7) 表示 C~(@r) 在 2(Qr) 中 的 闭 包 , 下 面 的 定理 显 
然 成 立 . 
定理 5.6.1 假设 weVi?(Qr),0<5<T,， sup ulz,t) < jo, 
a0x(0,7) 


则 对 任意 的 he (0,6) 和 了 > 为, 有 < 亢 (Qr-_5). 


定理 5.6.2 设 r,g>2 且 满足 1/r+n/(2g) =n/4, 那么 Vs(Qr) 
一 Dr(Qr), 同时 还 有 


ularor < Clpullia, sup, ul Do Yue Va(Qr), (56.D) 


其 中 0=n/2 一 n/g. 
特别 地 , r 和 4 的 取 值 范围 可 如 下 确定 : 
(1) 当 n2 3 时 ,re€ [2,00), g € (2,2n/(n—2)]; 
人) 当 n=2 时 ,re (2,00), q € [2,00); 
(3) 当 n=1 时, € [4,0c], q € [2,6c]. 


证 明 首先, 由 定理 2.11.4 知 ， 
lu Blan < ClDut, Ol ole, Olt. 


从 而 


次 
lulsnor = ( fh offaa) 

人 

< (feol hou oe) : 


由 于 gr 满足 1/r + nm/(29) = n/4, 所 以 rg = 2. 因而 式 (5.6.1) 成 立 . 
证 毕 . 


5.6 空间 Va(Q7) 和 2"(Q7) 2 


下 面 讨论 空间 你 (Qr). 假设 90 es C1. 当 we Wz(Q7) 时 , 对 函数 
atz 昌 一 wo 人 利用 定理 2.11.4 得 , 
ed) = unlOlsn < Cou, lsslhulsd) — ualOe, 
这 里 wo(b = 南 乓 utz,bdz. 同 于 定理 5.6.2 的 证 明 , 有 


le ualOlsnor < Cosup, le— vollsol pul 
< Cl 一 vote Vue Va(Qr). 
显然 有 
lullan@r < lu— ual loaner + llua(Olonor 
< lu ~ wnaner + ONT sup lun(D), 
oer 
lu — un(Dllvs@r) < llullwter + llun(D lyst@r) 
= llullvsc@n) +IP2 sup lun(D)|, 
oter 
sup lun()| < II- sup llullan < Olullvsc@n). 
oter oter 
综合 以 上 估计 , 我 们 有 下 面 的 定理 : 
定理 5.6.3 假设 nd 满足 定理 5.6.2 的 参数 关系 , 00 E C1, 那么 
W(Qr) 一 Far(Qr), 并 且 
lulener < Cllullyst@rn), Yue W(@m). 
下 面 讨论 u(z,t) 关于 空间 变量 z 磨 光 后 的 性 质 . 对 于 < > 0, 我 们 
用 we(z, 表示 u(z,t) 关于 空间 变量 z 的 磨 光 : we(z,t) = ne()*u(,4). 


定理 5.6.4 假设 we Va"(Qr), 则 对 任意 的 Qi EQN, 当 0<e< 
dist(9',8D) 时 , ue{z,t) 在 ( 上 连续 , 关于 z 无 穷 次 连续 可 微 , 同时 
当 e 一 0+ 时 ， 


lue — lye — 0 
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这 里 的 Q4 = 8Y x (0,T]. 此 外 , 车 uE LPe(Qr), 那么 当 < 一 0+ 时 ， 
在 空间 LP4(QT) 中 we(z,t) 一 ulz,t). 


证 明 ”uw(z,t) 在 研 上 关于 z 无 穷 次 可 微 以 及 定理 最 后 一 个 结 
论 的 证 明 同 于 1.5 节 . 下 面 证 明 其 余 结论 . 假设 ve V3"(Q7). 

先 证 明 we(z, 和 D8ue(z,t) 的 连续 性 ， 对 于 任意 固定 的 = > 0， 
当 (zs,),(ws) eTU7 时 ,有 


hue(z,t) — ue(y, s)| 


- 寺 h(E) 0 (SE) 
< 证-( 导 3 


让 人 (Gs lu(z,0) — ulz, s)ldz. (5.62) 


lu(z, Dldz 


利用 n 的 连续 性 知 , 当 z 一 , y 时 , 上 式 右 端的 第 一 项 趋 于 零 . 再 利用 
en jn 
知 , 当 + 一 s 时 , 式 (5.6.2) 右 端的 第 二 项 也 趋 于 零 
这 样 就 证 明了 ue(z,t) 的 连续 性 . 同 理 可 证 D2ue(z,t) 的 连续 性 . 
再 证 明 当 = 一 0+ 时 , 在 V9(Q@F) 中 we 一 二 为 此 , 只 需 
证 明 当 上 | 一 0 时 , 在 如"(Q@?) 中 ulz +64) 收 敏 于 ulz,)， 因 
为 Du < Lx2(Qr), 利用 L? 函数 的 整体 连续 性 知 , |Du(,t) - Du(: 十 
Elaey 一 * 0. 下 面 证 明 当 |#| 一 * 0 时 ， 


7 (>) ed) -uss < cl ) usan 


os ed) —u + 6 tla — 0. 


因为 u(,t) 作为 [2(9) 中 的 元 素 关于 + 在 [0,7] 上 连续 , 故 一 至 
连续 . 对 于 任 给 的 5> 0, 存在 o> 0, 当 t,se [0,7], lt 一 s|<o 时 ,有 


lu( 昌 一 Mallaor < 二 
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把 [0,7] 分 解 成 0,T]= U1 用- 二 ,与 一 刁 -1 < o 那么 
myx epost) — u's) < 到 (5.6.3) 
根据 L? 函数 的 整体 连续 性 又 知 , 当 K| < 1 时 ， 
mgx u(t) — wu + €,6) la < 6 


此 式 结合 不 等 式 (5.6.3) 知 , 当 | < 1 时， 


ax lu(",t) —u(: + ,Dm < 36. 


ost 
定理 得 证 . 
习题 

5.1 证 明定 理 5.1.1. 


5.2 设 名 有 界 ,了 > 0,Qr = 只 x (0,7). 又 设 1<p,q<o0,0<a<lk 是 
正 整数 . 证 明 下 列 函 数 空间 都 是 Banach 空间 : 
(CD Croste/a(Qr); 
(2) Lr*(Q7); 
(3) WES(Q7) 
5.3 证 明 式 (5.2.2). 
5.4 设 全 有 界 ,T>0,1<p<nveLi(Qr),we 序 ;(Q7). 证明 


人 [eeraasc 人 中 mee) [fpwrar 


5.5 给 出 定理 5.3.2 的 详细 证 明 . 
5.6 证 明 不 等 式 (5.3.9). 

5.7 证 明定 理 5.4.2. 

5.8 证 明 不 等 式 (5.4.1) 和 (5.4.2)- 
5.9 证 明 性 质 5.6.2. 
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5.10 假设 对 于 每 一 个 te (of7(, € L7(Q), 并 且 积分 [f(t)dt € ZP(O). 


试 证 明 
Nheoa,, < 三 wecowaae 


5.11 设 9 是 R" 中 的 有 界 光滑 区 域 , 了 > 0， 又 设 u € W3"*(Qr), 且 对 于 
0<9 < 1 有 D2u Diu e [24(Qr,5). 试 证 明 Deu e £0+5(Qr,6). 


附录 “ 实 变 函数 与 泛 函 分 析 中 的 
一 些 基 本 结论 


在 这 个 附录 中 , 我 们 罗列 本 书 中 用 到 的 实 变 函 数 与 泛 函 分 析 若 干 
基本 结论 . 除去 标明 参考 文献 的 结论 之 外 ， 其 余 结论 都 可 以 在 文献 
[1, 13] 中 找到 . 

定理 A.1 (Lebesgue 微分 定理 ) 假设 对 于 每 一 个 z E R", 都 存 
在 一 组 Borel 集 { 忆 (z)} 良好 地 收缩 到 I， 如果 了 E (RR"), 那么 
等 式 


i 一 dy = 0 
Bm fo -oy 
在 民 " 上 几乎 处 处 成 立 . 
特别 地 , 如 果 1<p<oo, feLhP.(R"), 那么 对 几乎 所 有 的 TER", 有 
到 所 mw-7ara=u 
其 中 B,(z) 表示 以 工 为 心 、 以 7 为 半径 的 球 . 


定理 A.2 设 义 是 Banach 空间 , 它 的 子 空间 M 关于 X 上 的 范 
数 拓扑 是 闭 的 . 那么 在 X 的 范 数 下 M 也 是 一 个 Banach 空间 , 而 且 
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(a) 如 果 X 是 可 分 的 , 则 M 是 可 分 的 ; 

(b) 如 果 夺 是 自 反 的 , 则 M 是 自 反 的 ; 

(@) 如 果 夺 是 一 致 凸 的 , 则 M 是 一 致 本 的 . 

定理 A.3 (Stone- Weierstrass 定理 ) 设 Q 是 RR" 中 的 有 界 区 
域 , M 是 C(D) 中 的 子 集 , 如 果 M 具有 下 面 的 三 个 性 质 : 

(a) 若 f,geE M,ceER, 则 f+g,fg,cf eM; 

(b) 车 zy EQ,z 关 y, 则 存在 EM, 使 得 1(z) 天 Ji 

(e) 若 z Ew 则 存在 f EM, 使 得 1(z) 地 0， 
那么 M 在 C(D) 中 稠密 . 

推论 A.4 如 果 有 界 , 那么 有 理 系数 多 项 式 构成 的 集合 尸 在 
CCD 中 稠密 . 

定理 A.5 (Arzeli-Ascoli 定理 ) 设 Q 是 Rn 中 的 有 界 集 ，M 是 
C( 中 的 子 集 . 如 果 M 是 一 致 有 界 和 等 度 连 续 的 , 那么 它 在 C(T) 中 
是 准 紧 的 . 

一 至 有 界 存在 正常 教 C, 使 得 mass |/(z)| < C 对 所 有 /EM 
成 立 . 

等 度 连 续 。 对 于 任 给 的 。 > 0, 存在 5 > 0, 使 得 对 所 有 满足 
|-y<5 的 zyeE5w 和 所 有 f EM, 都 有 |f(z) 一 f(y)| < 

定理 A.6 给 定 一 个 定义 在 上 的 实 值 函数 /, 则 存在 一 个 在 了 
上 点 虚 收 化 于 /的 简单 函数 列 {sk}. 如 果 三 是 可 测 的 ， 那么 每 个 sh 都 
可 以 取 成 可 测 函数 , 如 果 f 是 非 负 的 , 可 以 选取 这 个 简单 函 教 列 {sk} 
是 非 负 的 , 使 得 在 每 一 点 zE 9 处 , 数列 {sk(z)} 是 单调 增加 的 . 如 果 
了 是 有 界 的 , 还 可 以 选取 一 个 一 致 收效 于 /的 简单 函数 列 {sk}. 

定理 A.7 (Lusin 定理 ) 设 / 是 一 个 可 测 丞 数 , 4 C R" 是 一 个 
测度 有 限 的 可 测 集 . 如 果 了 在 A 的 余 集 4 上 恒 为 零 , 则 对 于 任意 给 
定 的 => 0, 存在 函数 ge Co(4), 使 得 


splg(z)| < sup lf (2)|, |{z<4:7(z) 天 g(z)]| < 
eh ze 


附录 实 变 函数 与 泛 函 分 析 中 的 一 些 基本 结论 


需要 说 明 的 是 , 如 果 / LX(4), 那么 上 式 中 第 一 个 不 等 式 的 右 
端 项 是 无 穷 大 , 这 个 不 等 式 当然 成 立 . 

定理 A.8 设 X 是 一 个 Banach 空间 ,KK 是 X 中 的 集合 , 那么 
天 是 准 紧 的 当 且 仅 当 对 于 任 给 的 = > 0, 在 X 中 都 存在 KK 的 一 个 有 
限 上 - 网 , 即 存在 zl,-… ,zm。E 时 ,使 得 对 于 每 个 ze K， 都 有 一 个 
mi E {fzlh yzme} 满足 |zi 一 Z| < <. 

定理 A.9 ([12, 定理 2.2.1]) 设 / : Rn 一 ,及 是 Lipschitz 连续 函 
数 , 那么 对 几乎 所 有 的 ZE 到", 有 


Li) 一 7 四 一 DyGm) 地 一 
ly -zl 


lim 
EF 


这 说 明 Lipschitz 连续 函数 是 几乎 处 处 古典 可 微 的 . 
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